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ಮುನ್ನುಡಿ 


ಕನ್ನಡ ಮಾಧ್ಯಮದಲ್ಲಿ ಕಾಲೇಜು ಮಟ್ಟದ ವಿದ್ಯಾ ವ್ಯಾಸಂಗ ಮಾಡ 
ಬೇಕು ಎಂದು ಬಯಸುವ ವಿದಾ ್ಯರ್ಥಿಗಳಿಗೆ ತಕ್ಕ ಸ ಸೌಕರ್ಯಗಳನ್ನು ಒದಗಿಸಿ 
ಕೊಡಬೇಕು ; ಜೊತೆಯಲ್ಲಿಯೇ, ತ ಮಟ್ಟ ದ ಜ್ಞಾ ನದಾನವು ಮಾತೃ ಭಾಷೆ 
ಯಲ್ಲಿಯೇ ನಡೆಯಲು ಸಮರ್ಪಕ ವಾತಾವರಣವನ್ನು. ರಚಿಸ ಸಬೇಕು ಇಡು 
ಉದ್ದೇಶಗಳನ್ನು ಲಕ್ಷ್ಮ ದಲ್ಲಿಟ್ಟುಕೊಂಡು ಸಗಳ] ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾಲಯವು 
ಜನವರಿ 1967 ರಲ್ಲಿ ಸ ನಿರ್ಧಾರವನ್ನು ಕೈಗೊಂಡಿತು. ಇನ ಅಖಿಲ 
ಭಾರತೀಯ ವಿದ್ಯಾಧೋರಣೆಗೆ ಅನುಸಾರವಾಗಿಯೂ ಇತ್ತು. 


ಇದರ ಅಂಗವಾಗಿ, 1967-68 ರ ನ್ರೀಯುನಿವರ್ಸಿಟ ತರಗತಿಯಲ್ಲಿ 
ಐಚ್ಛಿಕವಾಗಿ ಕನ್ನಡ ಮಾಧ್ಯಮವನ್ನು ಸ್ವೀಕರಿಸುವ ನಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳಿಗೆ, ಕನ್ನಡ 
ಮಾಧ್ಯಮದ ಒಂದು ವಿಭಾಗವನ್ನು ಪ್ರಾರಂಭಿಸಬಹುದೆಂದು ಕಾಲೇಜುಗಳಿಗೆ 
ಆದೇಶ ನೀಡಲಾಯಿತು. ಜೊತೆಯಲ್ಲಿಯೇ ಯೋಗ್ಯ ಪಠ್ಯಪುಸ್ತಕಗಳನ್ನು 
ಕನ್ನಡ ಭಾಷೆಯಲ್ಲಿ ಒದಗಿಸಿಕೊಡುವ ಹೊಣೆಗಾರಿಕೆಯನ್ನು ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾಲಯವು 
ವಹಿಸಿಕೊಂಡಿತು. ಇದರ ನಿರ್ವಹಣೆಗಾಗಿ ನಿಶ್ವವಿದ್ಯಾಲಯದ ಕನ್ನಡ ಸಕ್ಸ 
ಪುಸ್ತಕ ಸಮಿತಿಯು ರೂಪುಗೊಂಡಿತು. ಡಾ| ರಂ. ಶ್ರೀ. ಮುಗಳಿಯವರ 
ಅಧ್ಯಕ್ಷ ಕ್ಲತೆಯಲ್ಲಿ ನೇಮಕವಾದ ಈ ಸಮಿತಿಯು ಹೊಸದಾರಿಯಲ್ಲಿ ಉತ್ಸಾಹದಿಂದ 


ನಡೆದು ಇದೀಗ ಹಲವಾರು ಪ ಸಠ್ಯಪುಸ್ತ ಕಗಳನ್ನು ಬೇಕೆ ಬೇರೆ ವಿಷಯಗಳಲ್ಲಿ ಪ ಪ್ರಕಟ 
ಗೊಳಿಸುತ್ತಿ ದೆ. 


ಇಂತಹ ಒಂದು ಪವಿತ್ರ ಕಾರ್ಯದಲ್ಲಿ ಸಹಾಯಕವಾಗಿರುವ ಶಕ್ತಿಗಳು 
ಹಲವಾರು--ವಿವಿಧ ವಿಷಯಗಳ ಸಂಪಾದಕ ಮಂಡಳಿಗಳು, ಲೇಖಕರು, ಭಾಷಾ 
ತಜ್ಞರು, ಮುದ್ರಣಕಾರರು, ಮೊದಲಾದವರು; ಮತ್ತು ಇವರನ್ನೆಲ್ಲ ಒಂದು 
ಗೂಡಿಸಿ ಕ್ಲಿಪ್ರವೇಳೆಯಲ್ಲಿ ಗುರಿ ಸಾಧಿಸಿರುವ ಪಠ ಪುಸ್ತಕ ಸಮಿತಿ. ಇವರೆಲ್ಲ 
ರಿಗೂ ವಿಶ ವಿದ್ಯಾಲಯವು ಖುಣಿಯಾಗಿದೆ ; ಅವರ pi ಸಪೂರ್ಣ ಸೇನೆಯನ್ನು 
ಮೆಚ್ಚಿ ಕೊಂಡಿದೆ. 


ಕನ್ನಡ ಭಾಷೆ ಬೆಳೆಯದೇ ವಿಶ್ವದ ಆಧುನಿಕ, ವಿಶೇಷವಾಗಿ, ವೈಜ್ಞಾನಿಕ 
ಜ್ಞಾನವನ್ನು ಅದರಲ್ಲಿ ವಿವರಿಸುವುದು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ; ಸಾಕಷ್ಟು ಗ್ರಂಥಗಳು 
ಬರದೇ ಭಾಸೆ ಬೆಳೆಯುವಂತಿಲ್ಲ. ಈ ವಿಷವರ್ತುಲಛೇದನದ ದಾರಿ ಒಂದೇ 
ವಿಶ್ವ ವಿದ್ಯಾಲಯವು ತಜ ರ ನೆರವಿನಿಂದ ಗ್ರಂಥರಚನೆ ಪ್ರಾರಂಭಿಸಬೇಕು. 
ಮೊದಲ ದಿನಗಳಲ್ಲಿ ಎದುರಾಗುವ ತೊಡರುಗಳು ಹಲವಾರು--ಕನ್ನ ಡದಲ್ಲಿ ಬರೆಯ 
ಬಲ್ಲ ತಜ್ಞರು ಯಾರು? ಪಾರಿಭಾಷಿಕ ಸದಗಳ ವಿಚಾರನೇನು? ಯಾರಿಗಾಗಿ 
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ಬರೆಯುವುದು? ಕನ್ನಡ ಪಠ್ಯಪುಸ್ತಕ ಸಮಿತಿಯ ಪ್ರತ್ಯಕ್ಷ ಕಾರ್ಯವು ಇವೆಲ್ಲ 
ಪ್ರಶ್ನೆಗಳಿಗೂ ಸ್ವಲ್ಪಮಟ್ಟಿಗಾದರೂ ಉತ್ತರ ನೀಡಿದೆ. 

ಮುಂಬರುವ ದಿವಸಗಳಲ್ಲಿ ಪಠ್ಯಪುಸ್ತಕಗಳೂ, ಇತರ ಪುಸ್ತಕಗಳೂ 
ವಿಪುಳ ಸಂಖ್ಯೆಯಲ್ಲಿ ಪ್ರಕಟಿತವಾಗಿ ಕನ್ನಡದ ಸಜೀವ ಮಾಧ್ಯಮದ ಮೂಲಕ 
ಪ್ರಪಂಚದ ಅತ್ಯುತ್ತಮ ಜ್ಞಾನವು (ಅತ್ಯಾಧುನಿಕ ಜ್ಞಾನ ಸಹ) ಕನ್ನಡ ಮಕ್ಕಳಿಗೆ 
ದೊರೆಯುವುದೆಂದು ಹಾರೈಸುತ್ತೇನೆ. 


ವಿ. ಕೃ. ಗೋಕಾಕ್‌, 
ಉಪಕುಲಪತಿ 


ಬೆಂಗಳೂರು, 


ಬೆಂಗಳೂರು ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾಲಯ, 
5-6-1968 


ನಾಲ್ಕು. ಮಾತು 


ಬೆಂಗಳೂರು ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾಲಯವು ವಿದ್ಯಾಭ್ಯಾಸದ ಮಾಧ್ಯಮದ ನಿಚಾರದಲ್ಲಿ 
. ಕೂಲಂಕಷವಾಗಿ ಆಲೋಚಿಸಿ ಪ್ರಾದೇಶಿಕ ಭಾಷೆಯೇ ಉಚ್ಚ ವ್ಯಾಸಂಗದಲ್ಲಿಯೂ 
ಮಾಧ್ಯಮವಾಗಬೇಕೆಂಬ ತೀರ್ಮಾನಕ್ಕೆ ಬಂದಿತು. ಆದರೆ ಸದ್ಯದ ಪರಿಸ್ಥಿತಿ 
ಯಲ್ಲಿ ಅದನ್ನು ಐಚ್ಛಿಕವಾಗಿಡುವುದು ಯುಕ್ತ ಎಂಬ ನಿರ್ಣಯವನ್ನು ಅದು 
ಕೈಗೊಂಡು ಕನ್ನಡ ಪಠ್ಯಪುಸ್ತಕಗಳ "ರಚನೆ ಮತ್ತು ಪ್ರಕಟನೆಗಳಿಗೆ ಕನ್ನಡ 
ಪಠ್ಯಪುಸ್ತಕ ಸಮಿತಿ ಒಂದನ್ನು ನೇಮಕ ಮಾಡಿರುತ್ತದೆ. ಈ ಸಮಿತಿಯ 
ಪರವಾಗಿ ಬೇರೆ ಬೇರೆ ವಿಷಯಗಳನ್ನು ಕುರಿತು ಕನ್ನಡದಲ್ಲಿ ಪುಸ್ತಕಗಳನ್ನು 
ಬರೆಯುವುದಕ್ಕೆಂದು ಅನುಭವಿಕರಾದ ಅಧ್ಯಾಪಕರನ್ನು ಕೇಳಿಕೊಳ್ಳಲಾಯಿತು. 
ಆಯಾ ವಿಷಯಕ್ಕೆ ಸಂಬಂಧಪಟ್ಟ ಸಠ್ಯಸಮಿತಿಯ ಸದಸ್ಯರಾಗಲಿ, ಪಠ್ನಸಮಿತಿ 
ಗೊತ್ತುಪಡಿಸಿದ ಸಂಪಾದಕ ಸಮಿತಿಯ ಅಧ್ಯಕ್ಷರಾಗಲಿ, ಸದಸ್ನರಾಗಲಿ 
ಲೇಖಕರಿಂದ ಬರುವ ಹಸ್ತಪ್ರತಿಗಳನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಬೇಕೆಂದು ಬಿನ್ನವಿಸ 
ಲಾಯಿತು. ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಹಸ್ತಪ್ರತಿಯನ್ನು ಭಾಷಾ ತಜ್ಞರಿಂದ ನೋಡಿಸ 
ಬೇಕೆಂದೂ ಗೊತ್ತಾಯಿತು. ಈ ಎಲ್ಲ ಬಗೆಯ ಪ್ರತಿಕ್ರಿಯೆಗೆ ಒಳಪಟ್ಟು 
ಸಾಧ್ಯವಾದಷ್ಟು ಪರಿಪೂರ್ಣವೂ ನಿರ್ದಷ್ಟವೂ ಆದ ಪಠ್ಯಪುಸ್ತ ಕವು ರಚಿತವಾಗ 
ಬೇಕೆಂದೂ ಅದು ಸೊಗಸಾಗಿ ಮುದ್ರಿ ತವಾಗಬೇಕೆಂದೂ ಕನ್ನಡ ಸಠ್ಕೆಸಮಿತಿ 
ಪ್ರಾಮಾಣಿಕ ಪ್ರಯತ್ನಗಳನ್ನು ಮಾಡುತ್ತಿದೆ. ಪಠ್ಯವೆಂಬ ದೃಷ್ಟಿಯಿಂದ 
ಮಾತ್ರವಲ್ಲ ಕನ್ನಡ ಜನಕ್ಕೆ ಕನ್ನಡದಲ್ಲಿಯೆ ಉತ್ತಮ ಜ್ಞಾನವು ಉಪಲಬ್ಧ 
ವಾಗಲಿ ಎಂಬ ವ್ನಾಪಕವಾದ ಉದ್ದೇಶವೂ ಈ ಮಹಾ ಕಾರ್ಯದ 
ಹಿನ್ನೆಲೆಯಲ್ಲಿದೆ. 

ಈ ಕಾರ್ಯವು ಎಷ್ಟು ಯಶಸ್ವಿಯಾಗುವುದೋ ಅಷ್ಟು ವೇಗದಿಂದ ಐಚ್ಛಿಕ 
ವಾದ ಮಾಧ್ಯಮವು ಸಾರ್ವತ್ರಿಕವಾಗುತ್ತದೆ. ಕಡ್ಡಾಯವಾದ ಮಾಧ್ಯಮ 
ಎನಿಸಿಕೊಳ್ಳದೆ ಕಡ್ಡಾಯವಾಗಿ ಅದನ್ನೇ ಸ್ವೀಕರಿಸಬೇಕು ಎಂಬ ಇಚ್ಛೆಯನ್ನು 
ನಿರ್ಮಾಣಮಾಡುತ್ತದೆ. ಮಾಧ್ಯಮದ ವಿಚಾರವಾಗಿ ನಮ್ಮ ದೇಶದಲ್ಲಿ ಅನೇಕ 
ಬಗೆಯೆ ಸಾಧಕ ಬಾಧಕ ಚರ್ಚೆ ನಡೆದಿದೆ. ಮುಖ್ಯವಾಗಿ ಜ್ಞಾನದ ಕೆಲಸ 
ಮತ್ತು ಅಭಿವ್ಯಕ್ತಿ ಇವೆರಡು ಕ್ರಿಯೆಗಳಿಗೆ ಸಾಮಾನ್ಯ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿ ಮತ್ತು 
ಸಾಮಾನ್ಯ ನಾಗರಿಕ ಇವರ ದಾರಿಯಲ್ಲಿ ಪರಕೀಯ ಭಾಷೆಯ ಅಡ್ಡಿ ಆತಂಕ 
ಗಳನ್ನು ಒಡ್ಡದೆ ಅವರವರ ಸ್ವಂತ ಭಾಷೆಯಲ್ಲಿ ಜ್ಞಾನಸಾಮಗ್ರಿ ಯನ್ನು ಒದಗಿಸಿ 
ದರೆ ಮಾತ್ರ ಪ್ರಜಾಪ್ರಭುತ್ವ ಸಾರ್ಥಕವಾಗುತ್ತದೆ. ನಿರ್ಮಾಣಶೀಲವಾದ 
ವಿಚಾರವಂತಿಕೆ ಮತ್ತು ಮುಕ್ತರೀತಿಯ ಅಭಿವ್ಯಕ್ತಿ ಇವುಗಳಿಗೆ ಅವಕಾಶ 
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ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಈ ದೃಷ್ಟಿಯನ್ನು ಇಟ್ಟುಕೊಂಡು ಕನ್ನಡ ಪಠ್ಯಸಮಿತಿ 
ನಿಷ್ಠೆಯಿಂದ ಕಾರ್ಯಪಸ್ರವೃತ್ತವಾಗಿದೆ. 

ಈ ಪಠ್ಯಪುಸ್ತಕಯೋಜನೆಗೆ ರೂಪಕೊಟ್ಟು ಅದನ್ನು ಕಾರ್ಯಗತ ಮಾಡುವ 
ದಿಶೆಯಲ್ಲಿ ಸೂಕ್ತ ಕ್ರಮಗಳನ್ನು ಕೈಗೊಂಡು ಕನ್ನಡ ಪಠ್ಯಪುಸ್ತಕ ಸಮಿತಿಗೆ 
ಎಲ್ಲ ಬಗೆಯ ಮಾರ್ಗದರ್ಶನ ಮಾಡುತ್ತಿರುವ ಮತ್ತು ಈ ಪುಸ್ತಕಕ್ಕೆ ಮುನ್ನುಡಿ 
ಬರೆದಿರುವ ಬೆಂಗಳೂರು ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾಲಯದ ಉಪಕುಲಪತಿಗಳಾಗಿರುವ 
ಡಾ| ವಿ. ಕೆ. ಗೋಕಾಕ್‌ ಅವರಿಗೆ ನಮ್ಮ ಹೃತ್ಪೂರ್ವಕ ವಂದನೆಗಳು. ನಮ್ಮ 
ಕಾರ್ಯದಲ್ಲಿ ಸರ್ವ ವಿಧವಾದ ನೆರವನ್ನು ನೀಡುತ್ತಿರುವ ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾಲಯದ 
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ಒಂದನೆಯ ಅಧ್ಯಾಯ 
ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 


1.1 ನಿರ್ದೇಶಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಒಂದು ಕಾಗದದ ಮೇಲೆ ಸಮಾನ ದೂರ 
ಗಳಲ್ಲಿ ಸಮಾನಾಂತರ ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಎರಡು ಗಣಗಳನ್ನು ರಚಿಸೋಣ. ಇವು 
ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿವೆಯೆಂದೂ ತಿಳಿ 
ಯೋಣ. ಒಂದು ಚಾಪೆಯನ್ನು ಹೆಣೆ 
ದಂತಹ ಚಿತ್ರ ಈಗ ಕಾಣುವುದು. 
(ಚಿತ್ರ 1.1). ಇವು ಕಾಗದವನ್ನು 
ಹಲವಾರು ಸಮಾನ ಗಾತ್ರದ ಚೌಕ 
ಗಳಾಗಿ ವಿಭಾಗಿಸುವುವು. ಸರಳರೇಖೆ 
ಗಳ ಎರಡಂ ಗಣಗಳಿಂದ, ಒಂದೊಂದ 
ರಿಂದ ಒಂದೊಂದು ಸರಳರೇಖೆಯನ್ನು 
ಆರಿಸಿ, ಅವುಗಳನ್ನು ಸ್ವಲ್ಪ ದಪ್ಪವಾಗಿ 
ಚಿತ್ರಿಸಿದರೆ, ಅವು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬ 
ವಾಗಿವೆಯೆಂದೂ, ಕಾಗದದ ಸಮತಲ 
ವನ್ನು ನಾಲ್ಕು ಸ್ಪಷ್ಟಭಾಗಗಳಾಗಿ 
ವಿಭಾಗಿಸುವುವೆಂದೂ ಸುಲಭವಾಗಿ ಕಾಣುತ್ತೇವೆ. 

ಸ್ಪಷ್ಟತೆಯ ಸೌಕರ್ಯಕ್ಕಾಗಿ ಪ್ರ ರೇಖೆಗಳನ್ನು ಅಡ್ಡ ಮತ್ತು ನೀಟವಾಗಿ 
ಆರಿಸೋಣ. ಇವು ಸಂಧಿಸುವ ಬಿಂದುವನ್ನು ೦ ಎಂದು ಕರೆಯೋಣ. ಅಡ್ಡ 
ಕೇಖೆಯನ್ನು ೫-ಅಕ್ಬವೆಂದೂ, ನೀಟರೇಖೆಯನ್ನು »-ಅಕ್ಸವೆಂದೂ ಕರೆಯು 
ತ್ಕೇವೆ; ಮತ್ತಾ ಅವುಗಳಿಗೆ ಕ್ರಮವಾಗಿ x'ox, ೫'೦೫ ಎಂದು ಅಂಕಿತ ನೀಡು 
ತ್ತೇವೆ... ೦ ವನ್ನು ಮೂಲಬಿಂದು ಅಥವಾ ಸಂಕ್ಲೇಸವಾಗಿ ಮೂಲ ಎಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಸಮತಲದ ನಾಲ್ಕು ವಿಭಾಗಗಳನ್ನು ಈಗ ಕ್ರಮವಾಗಿ 2೦೫. ೫೦%. ೫೦೫' 
y'0x ಎಂದು ಹೆಸರಿಸಬಹುದು. ಇಂತಹ ಒಂದೊಂದು ನಿಭಾಗವನ್ನೂ 
ಸಮತಲದ ಒಂದೊಂದು ಪಾದ (೦0೩61೩01 ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇನೆ. ೫೦೪ 
ಒಂದನೆಯ ಪಾದ, ೫೦*' ಎರಡನೆಯ ಪಾದ, 0) ಮೂರನೆಯ ಪಾದ ಮತ್ತು 
)'0% ನಾಲ್ಕನೆಯ ಪಾದ. ಹೀಗೆ ವಿಭಾಗಗೊಂಡ ಸಮತಲದ ಮೇಲೆ ಇರುವ 
ಪ್ರತಿಬಿಂದುವನ್ನೂ ಕ್ರಮಬದ್ಧವಾಗಿ ಗುರುತಿಸುವುದು ಸಾಧ್ಯವಿದೆ. ಚಿತ್ರ 1.1 
ರಲ್ಲಿ ಎಂಟು ವಿಶಿಷ್ಟ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಗುರುತಿಸಿದ್ದೇವೆ. A ಯನ್ನು ತಲುಪಲು 
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OX ದಿಕ್ಸಿನಲ್ಲ ಮೂರು ಸಮಾನ ದೂರಗಳನ್ನೂ oy ದಿಕ್ಸನಲ್ಲ ಸೊನ್ನೆ ದೂರವನ್ನೂೂ 
ಗಮಿಸಬೇಕು. ಔಯನ್ನುು ತಲುಪಲು ox’ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿ ನಾಲ್ಕು ಸಮಾನದೂತೆ 
ಗಳನ್ನೂ 0) ದಿಕ್ಕಿ ನಲ್ಲಿ ಸೊನ್ನೆ ದೂರವನ್ನೂ ಗಮಿಸಬೇಕು. ಲಿ ಮತ್ತು ಆ ' 
ಗಳನ್ನು ಜಟ OX ದಿಕ್ಸಿನಲ್ಲಿ ಸೊನ್ನೆ ದೂರವನ್ನೂ oy, oy’ ದಿಕ್ಕುಗಳಲ್ಲಿ 
ಕ್ರಮವಾಗಿ ಐದು ಮತ್ತು ಎರಡು ಸಖ ದೂರಗಳನ್ನೂ ಗಮಿಸಬೇಕು. ' 
೫ ಮತ್ತು ಗ ಗಳನ್ನು ತಲುಪಲು 0% ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿ ಕ್ರಮವಾಗಿ ಒಂದು ಮತ್ತು 
ಐದು ಸಮಾನ ದೂರಗಳನ್ನೂ, ೦), 0)' ದಿಕ್ಕುಗಳಲ್ಲಿ ಕ್ರಮವಾಗಿ ಮೂರು ' 
ಮತ್ತು ಐದು ಸಮಾನ ದೂರಗಳನ್ನೂ ಗಮನಿಸಬೇಕು. 
ox, oy ದಿಕ್ಕುಗಳನ್ನು x ಮತ್ತು y ಅಕ್ಬಗಳ ಧನದಿಕ್ಳುಗಳೆಂದೂ, 0x, 
oy’ ದಿಕ್ಕುಗಳನ್ನು ಅವುಗಳ ಯಣದಿಕ್ಕುಗಳೆಂದೂ ಭಾವಿಸುತ್ತೇವೆ. ಮತ್ತು ' 
ಇದಕ್ಕೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ ಆಯಾ ದೂರಸೂಚಕ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಗೆ ಚಿಹ್ನೆಗಳನ್ನು ' 
ಹೊಂದಿಸುತ್ತೇವೆ. ಇದರ ಪ್ರಕಾರ &ಯು 3,0 ದೂರದಲ್ಲಿದೆ; F ಬಿಂದು" 
-—3,— 3 ದೂರದಲ್ಲಿದೆ. ಈ ದೂರಗಳನ್ನು ಆಯಾ ಬಿಂದುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ' 
ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಸಂಕ್ಲೇಪವಾಗಿA (3,0), F೯(-3,-3) ಎಂದು ' 
ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಕ್ರಮದಲ್ಲಿ ಉಳಿದ ಆರು ಬಿಂದುಗಳ ಫಿರ್ದೇಶಕಗಳು ' 
ಹೀಗಿವೆ: 8(1, 4), ೮(0, 5, D(—2,2) E(— 4,0). ೧(€,-2) 
ಮತ್ತು ೫ (5, - 5). I 
ನಾವು ಆರಿಸಿದ x ಮತ್ತು » ಅಕ್ಸಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ' 
ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುವ ಈ ಕ್ರಮವನ್ನು ಲಂಬನಿರ್ಜೇಶಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ' 
ಜದ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಡೇಕಾರ್ಟಿ (Rene Des Cartes, 1637) ಎನ್ನುವ 
೨ಂಚ್‌ ಗಣಿತಜ್ಞನು ಈವ ಯಸ ಪ್ರತಿಪಾದಿಸಿದುದರಿಂದ ಇದನ್ನು 


Sa (Cartesian) ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಎಂದು ಕರೆಯುವುದಿದೆ. 


1.2 ನಿರ್ದೇಶಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಏಕೈಕತೆ--ಮೇಲೆ ವಿವರಿಸಿದ ಕ್ರಿಯೆಗಳ ' 
ನಿವರ ಹೀಗಿದೆ: ಸಮತಲದ "ಮೀಲೆ ನಷ್ಟ ಬಂದಂತಹ ಲಂಬನಿರ್ವೇಶಕ ' | 
ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಯನ್ನು ಏರ್ಪಡಿಸುವುದು ; ಇಷ್ಟಬಂದಕ್ಕೆ. ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಗುರುತಿಸುವುದು; ' 
ಒಂದು. ವ್ಯವಸ್ಥ ತ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಬಿಂದುಗಳ ದೂರಗಳನ್ನು ಅಳತೆ ಮಾಡುವುದು; ' 
ಹೀಗೆ ಜೊಕೆತೆ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳಿಗೆ ಸೂಕ್ತ ಚಿಹ್ನೆಗಳನ್ನು ಡೋ ಅವುಗಳನ್ನು ' 
ಆ ಬಿಂದುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಳಗಳೆಂದು ಕರೆಯುವುದು. | 


ಅಂದರೆ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ದೊರೆತುವು. ಈ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು" 
ಸದಾ ಜೊತೆಯಾಗಿನೆ. ಇವುಗಳನ್ನು ನಿಯೋಜಿತ ಸಂಖ್ಯಾಯುಗ್ಮಗಳು ಎಂದು 
ಕರೆಯುವುದಿದೆ. ಆದ್ದ ರಿಂದ, ಬ ಬಿಂದುವಿನ ಸರೋಜ ಸಂಖ್ಯಾಯುಗ 4 
ಗಳನ್ನು ಅಥವಾ ನಿರ್ಶೈಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ಕ್ರಮವನ್ನು ತಿಳ 


ಗ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 3 


ದಂತಾಯಿತು. ಮುಂದಿನ ಸ ಪ್ರಶ್ನೆ, ಒಂದು ನಿಯೋಜಿತ ಸಂಖ್ಯಾಯುಗ್ಮ] ಗಳನ್ನು 
ಕೊಟ್ಟಾಗ ಅನುರೂಸ ಬಿಂದುವನ್ನು ಗುರುತಿಸುವುದು ಸಾಧ್ಯವೇ? (3,7), 
Q(— p 4), R(- 4, - 5) ಮತ್ತು 8(4, - 3) ಎನ್ನು ವ ನಾಲ್ಕು ಬಿಂದುಗಳನ್ನು 
ಗುರುತಿಸುವ ಕ ಕ್ರಮವನ್ನು ಸರಿಶೀಲಿಸೋಣ. ೫80 Sian" x-ನಿರ್ದೇಶಕ 
+3, ಫದ Na ಹಂ +7 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, 0% ದಿಕಿ ನಲ್ಲಿ 3 ಸಮಾನ ದೂರ 
ಗಳನ್ನೂ, 0) ದಿಕ್ಕಿ ನಲ್ಲಿ 7 ಸಮಾನ ದೂರಗಳನ್ನೂ ಗಮಿಸಿ ? ಯನ್ನು ತಲುಪು 
ತ್ರೇವೆ. ಇದೇ ಪ್ರಕಾರ 0: ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿ 2, 0) “ಕಿ ನಲ್ಲಿ 4 ಸಮಾನ ದೂರ 
ಗಳನ್ನು ಗಮಿಸಿ ೦ “ವನ್ನು ತಲುಪು | ವೆ; ಇತ್ಯಾದಿ ನಿರ್ಡೇಶಕಗಳು ದತ್ತ 
ವಾದಾಗ ದೊರೆಯುವ ಜೀ ಬಿಂದುಗಳು ಏಕೈಕವಾಗಿವೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ 
(- 4, -- 5) ನಿರ್ದೇಶಕಗಳಾಗಿರುವ ಬಿಂದುವು ಔ ಒಂದೇ ಆಗಿದೆ; ಇನ್ನೊಂದು 
ಬಿಂದುವನ್ನು ಗುರುತಿಸುವುದು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. 


ವಿವರಣೆಯ ಸೌಕರ್ಯಕ್ಕಾಗಿ ಇದುವರೆಗೆ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳನ್ನು ಮಾತ್ರ 
ಪರಿಶೀಲಿಸಿದ್ದೇವೆ. ಈ ಭಾವನೆಯನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ಸ ಸಾಮಾನ್ಯ್ರೀಕರಿಸಿ ಹೀಗೆಂದು 
ಬರೆಯಬಹುದು: "" ಸಮತಲದಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬಿಂದುನಿಗೂ ಅನುರೂಪ 
ವಾಗಿ ಒಂದು ಜೊತೆ ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ನಿರ್ದೇಶಕಗಳಾಗಿನೆ; ವಿಲೋಮ 
ವಾಗಿ, ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಜೊತೆ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಗೆ ಅನುರೂಪವಾಗಿರುವ 
ಏಕೈಕ ಬಿಂದು ಸಮತಲದಲ್ಲಿದೆ.'' 


1.3 ನಿರ್ದೇಶಕ ವ್ಯ ವಸ್ಥೆ ಯ ಸಾ ್ಲಿನಸಲ್ಲಟಿನ-ಲಂಬನಿರ್ದೇಶಕ 
ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಲ್ಲಿ ಅಕ್ಬಗಳ ಸ್ಥಾನ ನುಹತ್ತ _ದ್ಹಾಗಿದೆ ಎನ್ನುವುದು 


ಸ್ಪಷ್ಟ. 
ಆದ್ದರಿಂದ 3 ನಾ ಕ, ಕ 
ಅಂದರೆ ನಿರ್ದೇಶಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆ | ೧(೫,/) 


ಬದಲಾದರೆ ಬಿಂದು ಸ್ಪಿರವಾಗಿ M 
ಇದ್ದರೂ ಅದರ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 
ಬದಲಾಗುವುವು; ಅದೇ ರೀತಿ 
ಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ವಸ್ಥೆಯಲ್ಲಿ 
ದತ್ತ ನಿಯೋಜಿತ ಸಂಖ್ಯಾ 
ಯುಗ್ಮವು ಸೂಚಿಸುವ ಬಿಂದು 
ವನ್ನು ಇನ್ನೊಂದು ವ್ಯವಸ್ಥೆಯಲ್ಲಿ 
ಅದೇ ಸಂಖ್ಯಾ ಯುಗ್ಮ ಸೂಚಿಸು 0 
ವುದಿಲ್ಲ. ಚಿತ್ರ 1.2 
ಚಿತ್ರ 1.2 ರಲ್ಲಿ ೦x, ೦) ಒಂದು ನಿರ್ದೇಶಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆ. P(x. )) ಒಂದು 
ಥಿ 
, ಬಿಂದು. “OX, oY ವ್ಯವಸ್ಥೆ 0' ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಎಳೆದ ಸಮಾನಾಂತರ 


4 ಬೀಜರೇಖಾಗಣಿತ 


ವ್ಯವಸ್ಥೆ. ಇದರ ಆಧಾರದ ಮೇಲೆ Pಯು (೫, 3) ಆಗಿರಲಿ. ಮೊದಲಿನ | 
ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಪ್ರ ಸ.ಕಾರ ೦' ಬಿಂದು (೫, »೫') ಎಂದಿದ್ದ ರೆ, 

x=OL=ON-+NL= ೦೫ -- 01 =x’ ಡೆ. 
p=OM=NO'+0M' =y +Y 

“p= XK : 

ಸ | (1.1). 

ವ ವಸ್ಥೆ ಗಳ ಸಮಾನಾಂತರ ಸಾ ಸ್ಥಾನಸಲ್ಲಟನದಿಂದ ಬಿಂದು ನಿರ್ದೇಶಕಗಳಲ್ಲಿ - 

ಉಂಟಾಗುವ 3 ತ್ಯಾ ಸಗಳನ್ನು ಈ ಸೂತ ಶ್ರವು ನೀಡುವುದು. 


ಉದಾಹರಣೆ 
OX, 0) ವ್ಯವಸ್ಥೆಯಲ್ಲಿ ॥ ಯು (- 35), ೦'ಬಿಂದು'(-5' 6); 
ಹಾಗಾದರೆ ೦', o¥ ಸಮಾನಾಂತರ ವ್ಯ ವಸ್ಥೆ ಯಲ್ಲಿ ್ಥP ಯ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 


ಏನು? 
ಇಲ್ಲಿ ೫ ದತ್ತಿ ಖಾತ 


೫ =x ೫ ಮಾ 6 
ತಿ ಮು ಎ. 5 1೫ Ae X=2 
5=—6+Y ~~ ೪8 ಮ 1] 


ಸಸ ಆವರ್ತನೆಯ ಸ್ಥಾನಾಂತರವನ್ನು ಈಗ ಪರಿಶೀಲಿಸುತ್ತೆ ವೆ. 
Ox, Oy ವ್ಯ ವಸ್ಥೆ ಯಲ್ಲಿ ೫ (x, ») ಒಂದು ಬಿಂದು. ಈ ವ್ಯ ವಸ್ಥೆ ಯನ್ನು ಮೂ 
೧೧(,/) 


ಬಿಂದುವಿನ ಸುತ್ತಲೂ ೧ ಕೋನದಸ್ಟು ಆವರ್ತಿಸಲಾಗಿದೆ. ನೂತನ ವ್ಯವಸ್ಥೆ 
೦೫, ೦೫. ಇದರಲ್ಲಿ ॥ ಯು (೫, ೪) ಆಗಿದೆ. 


_ 


। 


ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 5 


ಖಾ ಲಿ1 ಎ. 0)/ —LM 
= OQ cos 6 — NQ 
= Xcos0— Ysin6 

y= LP =MQ-+ NP 
= )( €171 0 --3' 006 8 


೫ರ Wicos yi 


y= ( 610 0 -- 3" 0060 (1.2) 
ಮತ್ತು, X= ೫೦೦5 0 -- y 8116 
3 ಎಾ)0080-- ಃ $61010 
ಉದಾಹರಣೆ 
೦%, ೦): ವೃವಸೆ ಯಲಿ ರ ಯು (3, 4). 03ತ್ಯೈೆ ಎಂದಿದ್ದರೆ ೦%, OY 
ಶಿಫ್‌ 3 5 ಎ 
ವ್ಯವಸ್ಥೆಯಲ್ಲಿ P ಯ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಏನು? 
ಇಲ್ಲಿ ಸ೫ಣಾತ್ಮಿ)ನಾ4, 6ಎತ್ಯ 
Wh se 3 V3 1/3 
(X= ICs tn tT YI 
7 ನ 4 VE LU 
EE REE NE 


1.4 ಎರಡು ದತ್ತ ಬಿಂದುಗಳ ನಡುವಿನ ದೂರ-- 


0 (x1, ೫1) ಮತ್ತು ೧ (೧, ೫೩) ಎರಡು ದತ್ತ ಬಿಂದುಗಳು. ಚಿತ್ರದಿಂದ, 


Y Q(x,% ) 

| d 

| 

| ೧(1,) N 

| 

ಗ Kio 
೧ L M ಸ 

ಚಿತ 1.4 
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PN ಎ. ಜ್ವರ ಖೈ 

740 ಎ೫ 7-1 

PQ: = PN? + 71೦೫ 

03 ವಾ (ಸೃ ೫) + 0-೫ 


ಅಥವಾ, | 
03 ಎ (ಜೃ -- ೫೫ -- (0 --೨' (1.3) 


ಆದ್ದರಿಂದ ಮೂಲಬಿಂದುನಿನಿಂದ (,») ಬಿಂದುವಿನ ದೂರವು 4/೫3 )' 

ಆಗಿದೆ. (1.34) 
ಉದಾಹರಣೆ 

A(1, 7), 8(2, |), €(5, -$) ಏಕರೇಖಸ್ಥವಾಗಿವೆ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 

Rh ಚ] 


ಹಿರಿದ /16 ಇಒ ಕ 


~ As ೫ ಏಕರೇ ಖಸ್ಮ ವಾಗಿವೆ. 


1.5 ಜೋಕಿಮ್‌ ಸ್ಥಾಲನ ವಿಭಜನಾ ಸೂತ್ರಗಳು- ಎರಡು ದತ್ತ 
ಬಿಂದುಗಳ ಜೋಡಣೆಯನ್ನು ಒಂದು ದತ್ತ ನಿಷ್ಟತ್ತಿಯಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುವಿನ ' 
ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ಕ್ರಮ. 


1 BK) YY P(x, y ) 


ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 1 


A(೫, ೪1) ಮತ್ತು B(x, ೫) ದತ್ತಬಿಂದುಗಳು. 
P(x, y) ಬಿಂದು AB ಯನ್ನು (a) ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ ಒಳಗೆ ಮುತ್ತು (0) ಚಿತ್ರ 


ದಲ್ಲಿ ಹೊರಗೆ ಛೇದಿಸುವುದು. ಎರಡರಲ್ಲಿಯೂ ತಿ ಜಾ 


ಗ ಟೂ “AT TP 
“೫ ೫೮೫೫ TR “RB 
1 ತಕ ಜಟ ರ್ಸ್‌ 
(ಈ ಚಿತ್ರದಲ್ಲಿ ಫ್‌ ಫಾರ್‌ ಮಾ 
i Ix, + mx, ly + my, 
REET Ey ನ 
SERIE Tp ETP 
ಕ ಚಿತ್ರದ RE ಭರತ 
52 ಸ ಬಃ 
ರ್‌ (ಸಖಿ PM 
Ixtmx OO y+ 11); (1.4) 


TT 


ಈ ಸೂತ್ರಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿದ ಗಣಿತಜ್ಞ ಜೋಕಿಮ್‌ ಸ್ಥಾಲನ 
(Joachimsthal) ಹೆಸರನ್ನು ಇವುಗಳಿಗೆ ನೀಡಲಾಗಿದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ 
KE ಹಿತ, ಯ ಶಸರತ) ಜೋಡಣೆಯನ್ನು ಒಳಗೆ ಮತ್ತು 
ಹೊರಗೆ 3: 4 ನಿಷ್ಟತ್ತಿಯಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಏನು? 


I 3 

(i) ಒಳಗೆ ಇಲ್ಲಿ TF 
3(— 5) +43) 3 
ಸೂತ್ರದ ಪ್ರಕಾರ, ೫-3 
MT - 
RS TE 


. ಬೇಕಾದ ಬಿಂದು (- 3-3 
- ಬೇಕಾ ೦ದು ಸ ರ 
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1 3 — 3 
(ii) ಹೊರಗೆ ಇಲ್ಲಿ pr = — ಸ gr) ಎಂದಿರಲಿ 
NLU) 
ಗ ಸೂತ್ರದ ಪ್ರಕಾರ, X= CE ಜಗೌ 


Ue MED SNE 47 
ಹ 3 
4 ಬೇಕಾದ ಬಿಂದು (27, 37) 
(2 A(x; ೫). B(x, ೫2, ೮ (x, ೫ ತ್ರಿಕೋನದ ಗುರುತ್ವ ಕೇಂದ. 
ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಳೆ 
A' ಬಿಂದು BCಯ ಮಧ್ಯಬಿಂದು 


ಇಗಿರುವುದರಿಂದ ಅದರ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 


ಲ ವ 
ಕ ತ್ಸ 


AG 
GA 
G ಯ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳ್ಳ್ಳು 


ಸವಗ £ 
NE NIE ಒಟ 41 
- 2 
EET TNE SOE CE 


ಅಥವಾ:6[ 37357 3 ಜಾತ ್ಥ 
3 > 3 (3. 


1.6 ಇತರ ನಿರ್ದೇಶಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಸಗಳು--(1) x'ಂx ಮತ್ತು »'0೫ 
ಎನ್ನುವ ಪರಸ್ಪರ ಓರೆಯಾಗಿರುನ ಓಟ ಸರಳರೇಖೆಗಳನ್ನು ಆರಿಸಿಕೊಂಡು 
ಒಂದು ಹೊಸ ನಿರ್ದೇಶಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆ 

ತ್ತ ಯನ್ನು ರೂಪಿಸಬಹುದು. ಇಲ್ಲಿಯೂ 
/ ಕ 0 Y) ಅಕ್ಷ ಗಳಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ 
ತೆ ದೂರಗಳೇ ಬಿಂದುವಿನ 
ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು. ಅಕ್ಷಗಳ ನಡುನಿನ' 
ಸ್ಥಿರಕೋನವನ್ನು ಅ ಎಂದು ತೆಗೆದು 
;; ಕೊಳ್ಳುತ್ತೇವೆ. ಈ ವ್ಯ ವಸ್ಥೆ ಯಲ್ಲಿ 
P(X} € (x, ೫) 

ಚಿತ್ರ 3.7 ಬಿಂದುಗಳ ನಡುವಿನ ದೂರ 04 ಯನ್ನು 


2 
, ನಸ್ಯ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, p 
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GE (೩-22) -- (21 --) 2 1- 2( x) ys) cos ಅ (1.6) 
ಸೂತ ಶ್ರವು ನೀಡುವುದು. ಜೋಕಿನ್‌ಸ್ಸಾ ಲನ ವಿಭಜನಾ ಸೂತ್ರ ಗಳು ಇಲ್ಲಿಯೂ 
ಸೂತ್ರ (1.4) ರಂತೆ ಇವೆ. 

(8) ಬಳಕೆಯಲ್ಲಿರುವ ಇನ್ನೊಂದು ವ್ಯ ವಸ್ಥೆ ಯ ಹೆಸರು ಧ್ರುವೀಯ 
ನಿರ್ದೇಶಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಶಿ (Polar system of WE Red ಗಿ 
ಅಡ್ಡರೇಖೆಯನ್ನು ಮೂಲರೇಖೆಯಾಗಿ ಆರಿಸಿಕೊಂಡು ಇದರ ಮೇಲಿರುವ 
ಒಂದು ಸಿ ಹರಬಿಂದುವನ್ನು ಧ್ರು ವ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇನೆ... ಮೂಲಕೇಖೆ 
Ox ಸುತ್ತು ಧ್ರುವ ೦ ನ | 
P ಯು ಕಾಗದದ ಸಮತಲದ ಮೇಲಿ ೧,9) 
ರುವ ಒಂದು ಬಿಂದು. ೩೦೫ ಕೋನ 
ವನ್ನು ಧನಾತ್ಮ] ಈ (ಅಪ್ರ ದಕ್ಷಿ ಶ್ಸಿಣ) Y 
ದಿತೆಯಲ್ಲ ಕತೆ ಮಾಡಿ ಎದುರಿಗೆ 
CP ದೂರವನ್ನು ಗಮಿಸಿ P ಯನ್ನು 9 
ತಲುಪುತ್ತೇನೆ. ಇವುಗಳ ಬೆಲೆ 
ಕ್ರಮವಾಗಿ 8 ಮತ್ತು : ಎಂದಿದ್ದರೆ 
P ಯನ್ನು (1, 8) ಎಂದು ನಿರ್ದೇಶಿಸುತ್ತೇವೆ. ಈ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಯಲ್ಲಿ 6 ಕೋನವನ್ನು 
ಧನಾತ್ಮ] ಕ ದಿಶೆಯಲ್ಲಿ ಅಳತೆ ಮಾಡಿದ ಮೇಲೆ ಎದುರಾಗುವ ದಿಕ್ಕು rನ ಧನಾತ್ಮ] ತಃ 
ದಿಶೆ 708 ಅದರ ನಿರೋಧ ದಿಕ್ಕು 7ನ ಖುಣಾತ ಕ ದಿಶೆ ನ ಚ. 
ಹವ: ಚಿತ್ರ 2.9ರಲ್ಲಿ 4(2, 2), ೫(3, 2, (4 17), ೦,7), 
೫೨, ಕಕ), Fl. ೩) ಮತ್ತು (5,4) ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಗುರುತಿಸಲಾಗಿದೆ. 


ಚಿತ್ರ 1.8 


B(3,2 ) 


| ಗೆ cs 
ಹ ಎ ES 
Ps A ತ ನ ಗ ಕ p 
(a) (b) (c) (d) 
(3 ತಿಗ 510 
ರ x 1 x ಸ Xx 
ಮ 
£ (557) ನ್ನ? 

F 
(4,31 ) 
ಚಿತೆ 1,9 
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ಧು ನೀಯ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳಿಂದ ದೊರೆಯುವ ಬಿಂದು ಏಕೈಕವಾಗಿದ್ದರೂ 
ದು ಜೌಧುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕ ಯುಗ್ಮ ಏಕೈಕವಲ್ಲ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ಮೇಲಿನ 
ಚಿತಗಳಲ್ಲಿ ಸಿಯ ಧ್ರುವೀಯ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು (2, 2೫೫ 8) ಅಥವಾ 
(ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯನ್ನು ಸ್ವಲ್ಪ. ವಿಸ್ತರಿಸುವುದರ ಮೂಲಕ) (-2, - ೪) ಅಥವಾ 
(2, 17) ಅಥವಾ (2. - 9) ಎಂದು ಮುಂತಾಗಿಯೂ ಬರೆಯಬಹುದು. 

1.7 ಲಂಬಮುತ್ತು ಧ್ರುನೀಯ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳ ಪರಸ್ಪರ ಸಂಬಂಧ 
Pp ಬಿಂದುವಿನ ಲಂಬ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (೫. ೫) ಮತ್ತು ಧ್ರುವೀಯ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 


(1, 6) ಎಂದಿರಲಿ. 
ಆಗ, x= OM = // 0೦66 y 
y = MP =rsin® 
1, 0ಗಳು ದತ್ತನಾದಾಗ, , P(x,y) 
y ಗಳನ್ನು 
x=reos8) Y y 
(1.6) 
ಹ್‌ 61016 | 
ಸೂತ್ರವೂ; x. y ಗಳು. ದತ್ತ '9 X X 
ವಾದಾಗ, 1, 0 ಗಳನ್ನು ಚಿತ್ರ 1.10 
p> ಸ x” 4 ೨ ) 
ಸ y Lg 
E tan 0 — (Ls 


Ny 


ಸೂತ್ರವೂ ಫೀಡುವುವು. 
(17ರಲ್ಲಿ ೬ VF 


0= nn +tan™ (೨) 


ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಏಕೈಕವಾಗಿರುವುದಿಲ್ಲ. ಈ ತೊಡಕನ್ನು 
ಪರಿಹರಿಸಲು / ಮತ್ತು 9ಗಳಿಗೆ ಕೆಲವು ನಿರ್ಬಂಧಗಳನ್ನು ನಿಧಿಸುತ್ತೇವೆ: 
(1) /ನ ಧನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಮಾತ್ರ ಆಅರಿಸುತ್ತೇವೆ. (2) -7 <8 ಆಇ 
ಆಗಿರುವಂತೆ 9 ನನ್ನು ಆರಿಸುತ್ತೇವೆ. 6 ಕೋನದ ಈ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಅದರ 
ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆ ಎಂದು ಕರೆಯುವುದಿದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ 


} 


೨ (ಸಪ -) ಬಿಂದುವನ್ನು ಥ್ರುಪೀಯಮಾನದಲ್ಲಿ ಗುರುತಿಸುವ 
ಕ್ರಮ. ಈ ಬಿಂದು ನಾಲ್ಪನೆಯ ಪಾದದಲ್ಲಿದೆ ಎಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟ. ಅದರ 
ಧ್ರುವೀಯ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (/, 0) ಎಂದಿರಲಿ. 
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| | 
1251060686, TS 
ಗೌನ] ಕಾಮು 1] ಸಾ 41 ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳುತ್ತೇನೆ. 
Y 
| 
k M x 
ಆ ( 
ಹಾತ್‌] 
೧ 
ಚಿತ್ರ 1.11 
ಬ | ಟಿ 1 
C0 ್‌ ್ಸಾ sin ತ್‌) 


ಇವೆರಡನ್ನೂ ತಾಳೆ ಮಾಡುವ 8ದ ವಿವಿಧ ಬೆಲೆಗಳು --9$, ಇತ್ತ ಲ, 
ಇತ್ಯಾದಿ ಆಗಿವೆ. ಇವುಗಳಲ್ಲಿ 8ದ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆ (ಎ.ಇ7-ಆ6-1) ತ 
ಆಗಿದೆ. ಆದ್ಧರಿಂದ? ಬಿಂದುವಿನ ಧ್ರುವೀಯ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (1, - 7) ಆಗಿವೆ. 


1.8 ದಧ್ರುನೀಯ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳಲ್ಲಿ ಎರಡು ದತ್ತ ಬಿಂದುಗಳ 
ನಡುವಿನ ದೂರ-- 
P(r,, 6), Q(,, 8) ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳು. ಅವುಗಳ ನಡುವಿನ ದೂರ 4 
ಎಂದಿದ್ದಕ್ಕೆ 4 = ೫೦7 -- OP*+ ೦೦ —2.0P.0Q. . 005 4 800 


ಚಿತ್ರ Fh 


ಡ್ಯ 042 ದ್ದು ಡ್ಡ - 12” ವ್‌ ೨17/1, COS (6, kr 0,) (1.8) 
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1.9 ಒಂದು ತ್ರಿಭುಜದ ಕ್ಸೇತ್ರಫಲ--ಚಿತ್ರ 1:12 ರಲ್ಲಿ 
A ೦7೦.೦೫. ೦೦. 611 (ಕ್ಕ --6ೃ) 
— 4r, ro(sin 0060, — cos 6,sin 6,) 
— }[r, cos 6, r,sin 8, — sin 6,7, cos 6] 
= (X12 — XY) (ಸೂತ್ರ 1-6ರ ಪ್ರಕಾರ; ಇಲ್ಲಿ 
೫. ೫: ಗಳು P ಯ ಲಂಬನಿರ್ದೇಶಕಗಳು.) 


.AOPQ=3 | 7 ಇತ xy) (1.9) 


ಮೇಲಿನ ಚಿತ್ರ 1:12 ರಲ್ಲಿ, ೮ ಗಳನ್ನು ಅದಲು ಬದಲು ಮಾಡಿದರೆ, 


A OQP = 2(x;y;, — ೫೨.) 
= — 2(x1Y — X2Y)) 
= —}AOPQ 
ಆದ್ದ ರಿಂದ ಒಂದು ತಿ ಶ್ರ ಭುಜದ ಕ್ಲೇತ್ರಫ ಫಲಕ್ಕೆ ಚಿಹ್ನೆಯೂ ಇದೆ ಎಂದು ತಿಳಿಯು 
ತ್ತೇನೆ. ಹೀಗಾಗಿ, ಕೆ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲವನ್ನು ಗೊನೆ ಮಾಡುವಾಗ ಒಂದು ಸಂಪ್ರ 
ದಾಯವನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತೇವೆ. "" ತ್ರಿಭುಜದ ಕ್ರೇತ್ರಭಲಡನ್ಲಿ ಆದರ ಶೃಂಗಗಳನ್ನು 
ಬರೆದಿರುವ ಕ್ರಮ ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿದ್ದರೆ ಆ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ ಧನಾತ್ಮ]? ಕವಾಗಿದೆ.?' 
ಚಿತ್ರ 1: 12ರಲ್ಲಿ OPQ ಧನಾತ್ಮ ಕವಾಗಿದೆ, oor 'ಮಣಾತ್ಮತವಾಗಿದೆ. ಒಂದು 
ತ್ರಿ ಥೆಜದ ಭುಜಗಳ ಮೇಲೆ ಒಬ ನು ಅಪ್ರ ನಶಿ ಣೆಯಾಗಿ ನಡೆಯುತ್ತಿ ದ್ದರೆ 
3 ತ್ರಿಭುಜ ಅವನ ಎಡಬದಿಗಿರುವುದು; EE ಕ್ಲೇ ಇಡೆ ಧನಾತ ವಾಗಿರುವುದು. 


AABC ಒಂದು ಸಾಮಾನ್ಯ Ps ಅದರ ಶೃಂಗಗಳು 
ಕ್ರಮವಾಗಿ (೫], Yi (೫, Y2) (೫, ೨3) ಆಗಿರಲಿ. ಚಿತ್ರ 1°13 ರಲ್ಲಿ, 
Y 


R (x, 2 ) 


(1,೫) 
C 


A (x,y. ) 


ಚಿತ್ರ 1:13 
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AABC= AOAB-+AOBC —A OAC 


| 


ಶಯ — XY) + (XY — XY) — }(x1Ys — 23೫1) 
= 3x; (3-೫೫ 7-೫೩ (೫೫) -- 2೩0; — ೫] (1.10) 


ES 
2 


he ಡ್ಯ | 


೫ ೫ ೫. (1.10) 
ಸತ ಸಳ BN 


| 
| 
| 


A, ೫, 0೮ ಗಳು ಏಕರೇಖಸ್ಥವಾಗಿದ್ದರೆ A ABC ಎ0 


೫; ೫ Xs 
೫1 ೫೩ ೫೩ |=0 (1.10 a) 
WE ೪೦ಯ.' ಟು 
ಅಭ್ಯಾಸ 1-1 


1 Gಯು ಗ.&8೮ಯ ಗುರುತ್ವ ಕೇಂದ್ರ. 7 ಅದರ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ 
ಸುವ ಒಂದು ಬಿಂದು. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರಮೇಯಗಳನ್ನು ಸಾಧಿಸಿರಿ-- 

(a) AB: + BC: + ೮೩೭ಎ 3(GA? + ೧೫:-- ೮೮) 

(b) PA + 883 .. PC:= GA?- GB?—+ ೧೮೫ ..- 3 GP? 

(ಲ) ಭುಜಗಳ ವರ್ಗಗಳ ಮೊತ್ತದ ಮೂರರಷ್ಟು ಮಧ್ಯರೇಖೆಗಳ ವರ್ಗಗಳ 
ಮೊತ್ತದ ನಾಲ್ಕರಷ್ಟಕ್ಕೆ ಸಮಾನವಾಗಿದೆ. 

2 ಒಂದು ಚತುರ್ಭುಜದ ಶೃಂಗಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ (4, ೨), (1, 5), 
44, 1), (7, 5) ಆಗಿವೆ. ಅದರ ಕರ್ಣಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಛೇದಿಸುವ ನಿಷ್ಪತ್ತಿ 
ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

3 (2, 1), (5, 4, (1, 4) ಇವು ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ 
ಮೂರು ಮೂಲೆಗಳು. (2,1) ಮೂಲೆಯ ಎದುರು ಇರುವ ನಾಲ್ಕನೆಯ 
ಮೂಲೆಯ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳೆಷ್ಟು? 

4 (4, 9, (3-1), (2, 6) ಶೃಂಗಗಳಿರುವ ತ್ರಿಭುಜದ ಪರಿ 
ತ್ರಿಜ್ಯವನ್ನೂ ಸರಿಕೇಂದ್ರವನ್ನೂ ಕತೆಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

5 (1, 4) (9, —2),(5, 1) ಬಿಂದುಗಳು ಏಕರೇಖಸ್ಥವಾಗಿನೆ ಎಂದು 
ಸಾಧಿಸಿ. | 
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6 (3, 11, (5, 9), (8, 0), (6, 8), ಈ ಬಿಂದುಗಳು ಚಕ್ರೀಯ 
ವಾಗಿವೆಯೆಂದೂ ಅವುಗಳ ಪರಿವೃತ್ತ ಕೇಂದ್ರವು (--1, 2) ಎಂಡೂ ಸಾಧಿಸಿ. 

7 &(1,2, 88, 4, ೮ (3,9) ತ್ರಿಭುಜದಲ್ಲಿ 15 PCB, PCA, 
PAB ಇವುಗಳ ಕ್ಲೇತ್ರಫಲಗಳು ಬೆಲೆ ಮತ್ತು ಚಿಹ್ನೆಗಳಲ್ಲಿ ಸಮಾನವಾಗಿರುವಂತೆ' 
P ಎಂಬ ಬಿಂದುವನ್ನು ಗುರುತಿಸಿರಿ. ಇದರ ಜಾಮಿತೀಯ ಅರ್ಥವೇನು? 

8 ಓಟ ಓೃ ಯಾವುದೂ 0. ಆದರೆ ಓ + ಓೃ + K,- 0ಮತ್ತು 

1.2, 7- Kxy+ Kxy=0, 
Km +Ky+ Kyy,=0 
ಹಾಗಾದರೆ, (%, ೫), (೧, ೫೨), (ಸ, ೫೨) ಏಕರೇಖಸ್ಥವಾಗಿವೆ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


ಎರಡನೆಯ ಅಧ್ಯಾಯ 


ಸರಳರೇಖೆ 


2.1 ಪಥ, ಪಥ ಸನಾಕರಣ ಒಂದು ದತ್ತ ನಿಯಮಾನುಸಾರ 
ಚಲಿಸುವ ಬಿಂದುವು ರೇಖಿಸುವ ನಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು ಬಿಂದುಪಥ ಅಥವಾ ಸಂಕ್ಲೇಸ 
ವಾಗಿ ಸಥ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ನ್ಯಾಖ್ಯೆಯಿಂದ, ಸಥದ ಮೇಲಿರುವ 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬಿಂದುವೂ ದತ್ತನಿಯಮವನ್ನು ಪಾಲಿಸಬೇಕು, ಎಂದು ಸ್ಪಷ್ಟ 
ವಾಗುವುದು. 

ಎರಡು ಸುಲಭ ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ಸರಿಶೀಲಿಸಿ. 

P ಚರಬಿಂದುವು .&ಿ ಸ್ಹಿರಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಸದಾ ನಿಯತ ದೂರದಲ್ಲಿರುವು 
ದಾದರೆ, ಅದು (8) A ಕೇಂದ್ರವಾಗಿ ನಿಯತ ದೂರ ತ್ರಿಜ್ಯವಾಗಿರುವ ಒಂದು 
ವೃತ್ತದ ಸರಿಧಿಯ ಮೇಲೆ ಇರುವುದು. ಇದನ್ನೇ, P ಯ ಪಥವು ಯು 
ಕೇಂದ್ರವಾಗಿ ದತ್ತ ನಿಯತ ದೂರ ತ್ರಿಜ್ಯವಾಗಿರುವ ವೃತ್ತದ ಸರಿಧಿ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. 

ಎರಡು ದತ್ತ ಸರಳರೇಖೆಗಳಿಂದ ಸಮಾನ ದೂರದಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಚಲಿಸುವ 
ಬಿಂದುವಿನ ಪಥ ಆ ಸರಳರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನಗಳ ಸಮಭಾಜಕಗಳು. 

ಇಂತಹ ಪಥದ ಸಮಾಕರಣನವನ್ನು ಪಡೆಯುವುದು ಸಾಧ್ಯವಿದೆ. ಅದರ 
ಮುಖ್ಯ ಹಂತಗಳು ಹೀಗಿವೆ. 


1 ಚರಬಿಂದುವಿನ ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಸ್ಥಾನವನ್ನು P (೫, ೫) ಎಂದು 
ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 

॥ ದತ್ತ ನಿಯಮಗಳನ್ನು ಚರಬಿಂದುವಿನ ಈ ನಿರ್ದಿಷ್ಟಸ್ಥಾನಕ್ಕೆ 
ಅನ್ವಯಿಸಿ x, ೫1 ಗಳಿಗೂ ದತ್ತ ಸ್ಹಿರಾಂಕಗಳಿಗೂ ಬೈಜಿಕ ಸಂಬಂಧವನ್ನು 
ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದರ ರೂಪ (೬, ೫) - 0 ಎಂದಿರುವುದು. 

111 ಚರಬಿಂದುವಿನ ಯಾವುದೇ ಸಾನಕೂ, ಅನುರೂಪ ಬೈಜಿಕ 


ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದು ಎಂದು ತರ್ಕಿಸುತ್ತೇವೆ. ಅಂದರೆ, ಚರಬಿಂದು 
Q (ಯ ೫2). R(x, ೫೩) ಮುಂತಾದ ಸ್ಥಾನಗಳಲ್ಲಿರುನಾಗ ಅನುರೂಪ 
ಸಂಬಂಧಗಳು / (೧), 22) =0, 8 (೫3,೪5) = 0 ಎಂದೇ ಇರುವುವು. 

IV ಈ ವಿವಿಧ ರೂಪಗಳಲ್ಲಿ ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿರುವ ಸಂಬಂಧವನ್ನು 
ಪರಿಶೀಲಿಸುತ್ತೇವೆ. ಅದು / (*,೪) 7-0. ಇದು ಜ,೪ ಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ಸಮಾಕರಣ. 
ಇದರಲ್ಲಿ *, » ಗಳಿಗೆ ಕ್ರಮವಾಗಿ ೫,೫1; x 32 21 ಮುಂತಾದ ಬೆಲೆ 


X 
೨ 
ಗಳನು ಆದೇಶಿಸಿದರೆ ಈ ಸಮಾಕರಣ ತಾಳೆಯಾಗುವುದು. ಆದ್ದರಿಂದ ಚರ 
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ನಗಳನ್ನು ಈ ಸಮಾಕರಣವು ಸೂಚಿಸುವುದು. / ಇಂತಹ 
ಸಮಾಕರಣನೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. / 


ಉದಾಹರಣೆ / 
ಒಂದು ಚರಬಿಂದುವಿಫಿಂದ & (2, 3) ಮತ್ತು 8 (- 2, -3) ಎನ್ನುವ 
ಎರಡು ಸಿ ರಬಿಂದುಗಳ ದೂರಗಳ ಮೊತ್ತವು 7 ಆದರೆ ಆ ಚರಬಿಂದುನಿನ 
ಛ 
ಪಥಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
I P(x) ಚರ ಬಿಂದುವಿನ ಒಂದು ಸ್ಥಾನವಾಗಿರಲಿ. 
11 PA +PB=7 (ದತ್ತ) 
Ve ue NES Ee) NC) 
111. ಚರಬಿಂದು ೧(%೫, ೫), R (೫3, ೫3) ಮುಂತಾದ ಸ್ಥಾನಗಳಲ್ಲಿರು 
ವಾಗ ಅನುರೂಪ ಸಂಬಂಧಗಳು ಹೀಗಿವೆ: 
VX DEVIN xDD -3-7/ (ಸಿ) 
X32 IFN x23) 7 (0) 
W ಗ ರ ಗಾ ಶಾ ಜ್ರ ಟ೬.೧ಿ( 
ಎನ್ನುವ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. ಇದರಲ್ಲಿ x, ೫ ಗಳಿಗೆ ಕ್ರಮವಾಗಿ, 
X,Y» ೨೩. V2: ೨೩೨3 ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಆದೇಶಿಸಿದರೆ [(@), (ಗಿ), (೧) ಗಳಿಂದ] 
ಇದು ತಾಳೆಯಾಗುವುದು. ಆದ್ದರಿಂದ ಚರಬಿಂದುವಿನ (೬. ೫೨ ಮುಂತಾದ 
ಸ್ಥಾನಗಳನ್ನು (4) ಸಮಾಕರಣವು ಸೂಚಿಸುವುದು. 
~ VETO . ರಾರ ಸಸಾಣ? 
ಇದೇ ಚರಬಿಂದುವಿನ ಪಥ ಸಮಾಕರಣ ಎಂದು ಪರಿಸಮಾಶ್ತ್ಕಿಸುತ್ತೇವೆ. 
ಸಥ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಅತ್ಯಂತ ಸುಲಭರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಬೇಕು. ಘಾತ 
ಮೂಲಗಳು ಇತ್ಯಾದಿ ಅದರಲ್ಲಿರಬಾರದು. ಮೇಲಿನ ಸಥ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು 
ಸರಳೀಕರಿಸಿ 
17623 -- 192 xy ೨-72)3 + 147 -- 0 ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 


ಬಿಂದುವಿನ ವಿವಿಧ ಸ್ಥಾ 


2.2 ಮೇಲಿನ ವಾದದಿಂದ ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅಂಶಗಳು ವ್ಯಕ್ತವಾಗುವುವು. 

1 ಸಪಥ ಸಮಾಕರಣವು * ಮತ್ತು 2» ಗಳಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಸಂಬಂಧ. 
ಈ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ಆ ಪಥದ ಮೇಲಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕ 
ಗಳೂ ತಾಳೆ ಮಾಡುವುವು; ಇಷ್ಟುಮಾತ್ರವಲ್ಲ, ಪಥದ ಮೇಲೆ ಇರದ ಯಾವ 
ಬಿಂದುವೂ ತಾಳೆ ಮಾಡುವುದಿಲ್ಲ. 
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2 ಪಥ ಸಮಾಕರಣದಲ್ಲಿ ಎರಡು ಚರಗಳಿವೆ, : ಮತ್ತು ). ಸಮಾಕರಣದ 
ರೂಪವನ್ನು ಅನುಸರಿಸಿ ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದನ್ನು ಸ್ವತಂತ್ರ ಚರವಾಗಿ ಆರಿಸಿ 
ಕೊಂಡು ಅದಕ್ಕೆ ನಮಗಿಷ್ಟಬಂದ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಆದೇಶಿಸಬಹುದು; ಮತ್ತು 
ಇನ್ನೊಂದು ಚರದ ಅನುರೂಪ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. ಹೀಗೆ 
ದೊರೆಯುವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು ಪಥದ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದುಗಳ ನಿಯೋಜಿತ ಸಂಖ್ಯಾ 
ಯುಗ್ಮಗಳು. ಆದ್ದರಿಂದ ಪಥ ಸಮಿಾಕರಣದಿಂದ ಪಥವನ್ನು ಚಿತ್ರಿಸಬಹುದು. 

ಹೀಗೆ ಪಥವು ದತ್ತವಾದಾಗ ಸಮಾಕರಣವು ಅದರ ಬೈಜಿಕ ರೂಪ; 
ಸಮಾಕರಣವು ದತ್ತವಾದಾಗ ಪಥವು ಅದರ ಪ್ರತ್ಯಕ್ಸರೂಪ. ಒಂದರ ಪ್ರತಿಬಿಂಬ 
ಇನ್ನೊಂದು. ಒಂದರಿಂದ ಇನ್ನೊಂದು ಪೂರಕಗೊಂಡು ಸಮಗ್ರ ಬೀಜರೇಖಾಗಣಿತ 
ಜ್ಹಾನವಿಕಾಸವಾಗುವುದು. 


2.3 ಸರಳರೇಖೆ--ಎರಡು ದತ್ತ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಜೋಡಿಸುವ ವಿಶಿಷ್ಟ 
ಸಮತಲ ರೇಖೆಗಳಲ್ಲಿ ಕನಿಷ್ಠ ಉದ್ದದ ರೇಖೆ ಸರಳರೇಖೆ. ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆಯ 
ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು ೩A (೧,0), 8 (0,0) ಎನ್ನುವ ಎರಡು 
ಸ್ಲಿರಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಅರಿಸಿಕೊಳ್ಳುತ್ತೇವೆ. AB ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುವ ಚರ 
ಬಿಂದುವಿನ ಒಂದು ಸ್ಥಾನ P (21,೫೩) ಎಂದಿರಲಿ. ೫ ಎಲ್ಲಿಯೇ ಇದ್ದರೂ, 


A PAB ಎಎ 0. 


ಹಾ (2.1) 


ಇದನ್ನು ವಿಸ್ತರಿಸಿ ಪುನರ್ವ್ಯವಸ್ಥಿಸಿದಾಗ, 


(b—d)x+(c— ayy +(ad— be)=0 ಎಂದಾಗುವುದತಿ. x= 6, 
೫ ರಿ; x=c,y=d ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಆದೇಶಿಸಿದಾಗ ಈ ಸಮಾಕರಣನು ತಾಳೆ 
ಯಾಗುವುದೆಂದು ಸುಲಭವಾಗಿ ತಿಳಿಯಬಹುದು. 


2.4 ಸಫಿತಾಕರಣದ ರೂಪ--ಸರಳರೇಖೆಯ ಸಮಾಕರಣವು xy 
ಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದನೆಯ ಘಾತದ ಸಮಾಕರಣವಾಗಿದೆ. ಇಂತಹ ಸಮಿಾಕರಣದ 


ಡೆ 
y 
1 
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ಸಾಮಾನ್ನರೂಸ Ax + ೫) + C=0. ಇಲ್ಲಿ ಸ, 8, ೮ಗಳು ಸ್ಥಿ ರಗುಣಕಗಳಂ. 
ಈ ಸಮಾಕರಣವು ರೂಪಿಸುವ ಪಥ ಯಾವುದು ಎಂದು ಈಗ ಸರಿಶಿ(ಲಿಸೋಣ. 
Pp (x11) Q (2೧,2೨) ಮತ್ತು R (೨) Ya) ಬಿಂದುಗಳು ಪ್ರ ಸಮಾಕರಣದ 
ಪಥದ ಮೇಲಿರಲಿ. ಆಗ, 
ಹಿತ By, + C=0 
Ax + ೫3-೮0 
AX, + By +C=0 
A, B, € ಗಳನ್ನು ಇವುಗಳಿಂದ ವಿಸರ್ಜೆಸಲಾಗಿ, 
¥ ೨ | = () 
೨2 ೨2 1 
೫ ¥s ] 
ಸೂತ್ರ (1.100) ಯಿಂದ ಸಿ PQR -- 0 ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. 
ಪ ಏಕರೇಖಸ್ಥವಾಗಿವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ, ೫, » ಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದನೆಯ 
ಘಾತದ ಎಲ್ಲಾ ಸಮಾಕರಣಗಳೂ ಒಂದೊಂದು ಸರಳರೇಖೆಯನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುವು. 
 Ax+By+C=0 ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆ, €ಯಿಂದ (ಲಿ 0) 
ಇದನ್ನು ಭಾಗಿಸಲಾಗಿ, 
A B 


re CPT ] ಎ0 
ಹು ಘಾ 
೮ ಆ ಗಳೂ ಸ್ಥಿರಗುಣಕಗಳಾದುದರಿಂದ ಅವುಗಳನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ ! ಮತ್ತು 
m ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 
1% .- 7೫) .. 1 ಎ. 0 
ಹೀಗೆ ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆಯ ಸಮಿಾಕರಣದಲ್ಲಿ ಎರಡು ಸ್ವತಂತ್ರ ಸ್ಲಿರ 


2.5 ಸರಳರೇಖೆಯ ಸುಲಭರೂಪಗಳು--ಇನ್ನು ಮುಂದೆ ಪಥ 
ಮತ್ತು ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ಸರ್ಯಾಯಸದಗಳಾಗಿ ಬಳಸುತ್ತೇವೆ. ದತ್ತ 
ನಿಯಮಾನುಸಾರ ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆಯ ಸಮಾಕರಣಕ್ಕೆ ನಿನಿಧ ರೂಪಗಳು 
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ಬರುವುವು. ಇವುಗಳನ್ನು ತಿಳಿಯುವ ಮೊದಲು ಕೆಲವು ಉಪಯುಕ್ತ ಪದಗಳನ್ನು 
ಅರಿತುಕೊಳ್ಳುವುದು ಉತ್ತಮ. 


(೩) ರೇಖಾಂತರ (1100870608) — ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆಯು ೦ಜ, ೦೪ 
ಗಳನ್ನು & ಮತ್ತು ಔ ಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ. ೦೩ ಯನ್ನು (ಸರಳರೇಖೆಯ) 
ಜ-ರೇಖಾಂತರವೆಂದೂ, ೦8 ಯನ್ನು )-ರೇಖಾಂತರವೆಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಈ ರೇಖಾಂತರಗಳು ಆಯಾ ಅಕ್ಷಗಳ ಧನ, ಖುಣ ದಿಶೆಗಳನ್ನನುಸರಿಸಿ ಧನ, 
ಯಣ ಆಗಿರುವುವು. 

(ರ) ಬಾಗು (Inclination) — AB ಸರಳರೇಖೆಯು ೦x ನ್ಸು A ಯಲ್ಲಿ 
ಛೇದಿಸಲಿ. ಧನ ದಿಶೆಯಲ್ಲಿ :ಗಿ8 ಕೋನದ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಸಔ ಯ ಬಾಗು ಎಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಬಾಗುವಿನ ಕನಿಷ್ಠ ಬೆಲೆ 0 ಮತ್ತು ಗರಿಷ್ಠ ಬೆಲೆ ಇ ಎಂಬುದು 
ಬ" 

(€) ಓಟ (slope or gradient) — ಬಾಗುವಿನ ಟೇಂಜೆಂಟ್‌ನ್ನು 
(tan xAB) AB ಯೆ ಓಟ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಬಾಗು 0ಯಿಂದ ಗೆ 
ಏರಿದಂತೆ ಓಟ 0 ಯಿಂದ ಧನ ಅನಂತಕ್ಕೆ ಏರುವುದು; ಬಾಗು 7ರಿಂದ 7ಗೆ 
ಏರಿದಂತೆ ಓಟಿ ಖುಣ ಅನಂತದಿಂದ ತೊಡಗಿ 0ಗೆ ವಿರುವುದು. 


1 “ಕೇಖಾಂತರರೂಸಪ'? AB ಯು ಅಕ್ಬಗಳ ಮೇಲೆ ೦A(= ೩4), 
OB (= b) ಕೇಖಾಂತರಗಳನ್ನು ರಚಿಸಲಿ. P(x, ))AB ಯ ಮೇಲಿರುವ 
ಒಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. ಸಿಯು (0, 0), B ಯು (0, ಶಿ) ಆಗಿವೆ. 


¥ 


ಚಿತ್ರ 2.1 
A OAB = A OAP + A OPB 
*. Jab = ay + }xb 


ಹಗೆ ಅ ASE ಮಿ 
tl (2.2) 
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1 2» ಸ 
ಈ ರೂಸನನ್ನು ವಾ ನಾಸ ನೆನಪಿನಲ್ಲಿಡು 


ತ್ರೇವೆ. ಈ ರೇಖಾಂತರಗಳು ಯಣದಿಶೆಯಲ್ಲಿದ್ದರೆ ಸೂಕ್ತ ಚಿಹ್ನೆಯನ್ನು ಆಯಾ 
ರೇಖಾಂತರಕ್ಕೆ ಹೊಂದಿಸಬೇಕು. 

11. «ಓಟದ ರೂಪಗಳು? ೬8೫ ಯ ಓಟವು ೫ ಎಂದಿರಲಿ. 

(ಗಿ AB ಯ »)-ರೇಖಾಂತರ ೭ ಎಂದಿರಲಿ. P(x, ») ABಯ ಮೇಲಿನ 
ಒಂದು ಬಿಂದು. 


ಶಿ PL 
MA™ LA 


= tan (180° — #) = —m 


ಚಿತ್ರ 2.2 
(CE 
ಗ 


(1 C(a, b) ಯು AB ಯೆ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಸ್ಥಿರ ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 
P(x, y) AB ಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಬಿಂದು. 


= -- 1 ಅಥವಾ ) ಎ 1೫ 3-0 (2.3) 
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WD P | 
DATA —=tan (180 ರ್‌ ೪) = — /( 
be yey 
NEN: ಟೀ ?್‌ 
b—y 
4 ಭಾ ಅಥವಾ y-bh=m(x-— a) (2.4) 


IL “ದೂರ ಸಮಾಕರಣ'' ೩ (0, ಗ) ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುವ 
ಒಂದು ಸ್ಥಿರ ಬಿಂದು; 6 ಅದರ ಬಾಗು. ಆಗ ಅದರ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು 
X—a ಥಿ 
cos 8 70 


=r ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. (2:5) 


ಇಲ್ಲಿ, ಸ್ಥಿರ ಬಿಂದು (೧, 8) ಯಿಂದ ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುವ ಯಾವುದೇ 
ಬಿಂದು (ಬ, ೫) ಯ ಬೈಜಿಕ ದೂರ. 8 (ಬಜ, )) ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುವ 
ಒಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. ಚಿತ್ರ (1) ರಲ್ಲಿ r>0 ಆಗಿಯೂ (2) ರಲ್ಲಿ /-ಆ0 
ಆಗಿಯೂ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳು ತ್ತೇವೆ. 


(1)7270೦ 13271554 


ಚಿತ್ರ 9.4 


a — 


2 
(1) ರಲ್ಲಿ = 006 (180 — 0) = — 0080 


1 


ಮತ್ತು ತ 


ಗಿ 
= sin (180° — 0) = 6170 
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(2) ರಲ್ಲಿ ಸ 008 (1807 — 0) = — cosh 


J 
ಮತು << sin (180° — 0) = sin 0 


ಹ 


— p 
- ಎರಡು ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿಯೂ ಉಷಾ ನಾ? (2.5 


ಕಾತರ ಗಿ 


ಇಲ್ಲಿ. ೫70050 4, ಇವೆರಡು  ಸಮಾಕರಣಗಳು ಸರಳಕೇಖೆಯ 
y=rsinh+b 


ಮೇಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಲು ಉಪಯುಕ್ತವಾಗುವುವು. 
r ವ್ಯತ್ಯಾಸವಾದಂತೆ (x, ೫) ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುವ ಎಲ್ಲ ಬಿಂದುಗಳನ್ನೂ 
ಸೂಚಿಸುವುವು. ಇಂಥ ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ಪ್ರಾಚಲಿಕ ಸಮಾಕರಣಗಳೆಂದೂ, 
rನ್ನು ಪ್ರಾಚಲ (parameter) ಎಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


IV “p-a ಅಥವಾ ಲಂಬ-ಕೋನ ರೂಸ?' ದತ್ತ ಸರಳರೇಖೆ 
ಹಾಗೆ ೦೫ನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. /x0N=ON=p 
ಎರಡೂ ದತ್ತವಾಗಿವೆ. ಹೀಗೆ), «ಗಳು ದತ್ತವಾಗಿರುವ ಸರಳರೇಖೆಯು ಏಕೈಕ 
ವಾಗಿದೆ. P(x, 2) ಈ ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಬಿಂದು. ಆಗ, 


OP cos (ಆ -- 0) ಎ? 
"ಆ, "0050 0೦6 % 3- 7511 0817 ಆ ಗ 


" XCosa+ ysina=p (2.6) 


ಚಿತ್ರ 2,5 
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3% ಎರಡು ದತ್ತ ಬಿಂದು 
ಗಳನ್ನು ಜೋಡಿಸುವ ರೂಪ 
A (a, 0), 8 (೧, (1) ಎರಡು 
ದತ್ತಬಿಂದುಗಳಾಗಿರಲಿ. 

P (x,y) ABಯ ಮೇಲಿ 
ರುವ ಒಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 


ಚಿತ್ರ 2.6ರಿಂದ 
AK PK 
AMM 


X—a y—D 
Cc—a 4--ಥಿ 
Xx—a y—b 


ಆ ತ್ರ ೫ 7 
ಥಮ a—c b—d ) 


ಇದನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಿ ಸೂತ್ರ (2.1)ರ ರೂಪಕ್ಕೆ ಪರಿವರ್ತಿಸಬಹುದು. 


2.6 ಸರಳರೇಖೆಯ ಕೆಲವು ಮುಖ್ಯ ಗುಣಗಳು(1) ಸರಳ 
ರೇಖೆಯ ರೂಪ ಹೇಗೆಯೇ ಇದ್ದರೂ ಅದನ್ನು py=mx (೧ ಸುಲಭರೂಪಕ್ಕೆ 
ಪರಿವರ್ತಿಸುವುದು ಸಾಧ್ಯವಿದೆ. ಈ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಣ ಅದರ ಓಟ, « »)-ರೇಖಾಂತರ, 
ರೂಢಿಯಲ್ಲಿ ॥: ಸಂಕೇತವನ್ನು ಓಟವನ್ನು ಸೂಚಿಸಲು ಬಳಸುವುದಿದೆ. ಸರಳ 
ರೇಖೆಯ ಚಿತ್ರಣ ಈ ಕ್ರಮದಿಂದ ಸುಲಭವಾಗುವುದು. 


ಉದಾಹರಣೆ 
4% 1-3) --6 ಎ0 Y 
4 6 4 x 
+ 
3 3 3 Me 
4 ತಾ 
₹811 (1 ಎಾ — © x 
ತ 9) 
ಗಾ ಗೌ ಚಿತ, 2.7 


(2) ಎರಡು ದತ್ತ ಬಿಂದುಗಳ ಜೋಡಣೆಯು ಗ. 
ಆ ಬಿಂದುಗಳು A (6,0), 8 (೧, 0) ಆಗಿರಲಿ. (ಚಿತ್ರ 2.6) 
BI d-—b y-ನಿರ್ದೇಶಕ ವ್ಯತ್ಯಾಸ 


೫1 ಮಾ 101 0 ಮಾ w= ಎಂಸಿ = _ ಮ 
ಎಸ JA 07-7-6. x-ನಿರ್ದೇಶಕ ವೃತ್ನಾಸ 
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(3) ೦ನ ಸಮಾಕರಣ ) 7-0; ಲಯ ಸಮಾಕರಣ ೫-0. 
(4) Oxಗೆ 4 ದೂರದಲ್ಲಿ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವ ಸರಳರೇಖೆಯು 
ಎ0; ೦)ಗೆಗಿ ದೂರದಲ್ಲಿ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವ ಸರಳರೇಖೆಯು x =. 
(5) ಮೂಲಬಿಂದು (0, 0). ಇದರ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಸರಳರೇಖೆಯ 
ಸಮಾಕರಣದಲ್ಲಿ ಸ್ಥಿರ ಸಂಖ್ಯೆ ಇರುವುದಿಲ್ಲ. 
Ax-+By+C=0 ಇದು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗಿದರೆ, 
A.0+B.0+C =0, ಅಥವಾ ೮ 0. 


2.7 ದತ್ತ ಬಿಂದುನಿನಿಂದ ದತ್ತ ಸರಳರೇಖೆಯ ದೂರ--ಗ8೫ ಯು 
ದತ್ತ ಸರಳರೇಖೆ x + by +c =0 
P (x1, y1) ದತ್ತಬಿಂದು. PL ನ್ನು ABA 
ಲಂಬವಾಗಿಯೂ ೫%" ನ್ನು. ಸಮಾ ನ 
ನಾಂತರವಾಗಿಯೂ ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. ಬತ್ತಿ 
೦೫! ನ್ನು AB ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯ 
ಲಾಗಿದೆ. 

d= PE 
PM ನ ಸಮಾಕರಣವು 
a 
Pi re ಸಾ (೫ -- ೫) 
ax + by ಎ (0೧ + by) 
ಇದನ್ನು xc೦s a + ysin a =p ರೂಪಕ್ಕೆ ಪರಿವರ್ತಿಸಿದರೆ 


Cosa sina p 1 
ಹಾ ನ್‌್‌ ಷಾ 4G? 4+ ಕಿಸ 
A 
Va +8 
ಇದೇ ರೀತಿ 48 ಯ ಸಮಾಕರಣದಿಂದ, ON = ದೊರೆಯುವುದು. 
ಗ ಷೈ 
ಓ 001 ಎ 110-೫೦೩೨. (A ಗ 
va” —+ b? + b* 
ಜೆ (3 ಹಾ +c 
ರಾ) (2.8) 


ರೂಢಿಯಲ್ಲಿ 4 ಯ ಚಿಹ್ನೆಯನ್ನು ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳು ತ್ತ್ವೇವೆ. 
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2.8 ಎರಡು ಸರಳರೇಖೆಯ ನಡುನಿನ ಕೋನಗಳು-- 


೨ ಹ್‌ 11೫ +c 


ಸ 91] ಎರಡು ದತ್ತ ಸರಳಕೇಖೆಗಳಾಗಿರಲಿ. 
ಅವುಗಳ ಬಾಗುಗಳು 0,, 0, ಆಗಿದ್ದರೆ, 
1೩11 0, =m, 
tan 6 = nm 
ಆ ರೇಖೆಗಳ ನಡುನಿನ ಕೋನ 4 ಎಂದರೆ, 
ಫ್‌ 6, ~ೆ 


tan 9, ~ tan 6 
ಹ t n — t ನ —! ars WBS... ಸ. ೫ತ 
an $ an (60, ~ 6) 1 - tan 6, tan 4, 


ಜಾ... 


1 -- mm, 
Sl 0 1? --ಗಗ್ದಿ 
$= +tan (2:9) 
(1 + mm, ¥ 0) 


1 mm=0 ಆದಾಗ ಈ ಸೂತ್ರ ನಿಫಲವಾಗುವುದು. ಇಲ್ಲಿ 
1 +tanfjtan 4, —=0 


* tan ಗ ಮಾ ೧೦೦1 0, —=tan (3 + 4) 


ಹಿತ 


0-8 (ಅಥವಾ 4-0-8 
ಇಲ್ಲಿ ಸರಳರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿರುವುವು. ಆದುದರಿಂದ ಪರಸ್ಫರ 
ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಎರಡು ಸರಳರೇಖೆಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದರ ಓಟವು ಇನ್ನೊಂದರ ಓಟದ 


ವ್ಯತಿರಿಕ್ತ ಚಿಹ್ನೆಯ ನಿಲೋಮಕೈ ಸಮಾನ. 


2.9 ಒಂದು ಜೊತೆ ಸರಳರೇಖೆಗಳ ನಡುನಣ ಕೋನಗಳ 

ದ್ವಿಭಾಜಕಗಳು--ದತ್ತ ಸರಳರೇಖೆಗಳು, 

AB=ax+by-+ci=0) 

AC=ax +by+cy=0) 

ಅವು ಸಿ ಯಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುವುವು. ೫, ಸ್ಕಗಳು /BAಿಲಯ ದ್ವಿಭಾಜಕಗಳು. 

P (x, ೫1) ಇವುಗಳ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಬಿಂದು. PL, PM ನ್ನು AB, AC 
ಗಳಿಗೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆದರೆ PL = + PM 


ವಿಂದಿರಲಿ, 
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01೫]. TY FC GX ಪೊ F C2 
4 RE EN ಕತೆ. ಸೆ ರೊ 
ಗಾನಾ 1211. 2 2 
Var + by” Vaz + by 


" AD, AEnಗಳ ಸಮಾಕರಣಗಳು, 


aXx+hy+C ದ i ಗ್ರ ಶ್‌ (2.10) 


Va? + bE 1/ a? +h? 


2.10 ಎರಡು ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಛೇದನ ಎರಡು ಪಥಗಳು ಛೇದಿಸುವ 
ಎಲ್ಲ ಬಿಂದುಗಳೂ ಅವುಗಳಿಗೆ ಸಾಮಾನ್ಯ ಬಿಂದುಗಳಾಗಿವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಪಥ 
ಸಮಾಕರಣಗಳಲ್ಲಿ ಈ ಸಾಮಾನ್ಯ ಬಿಂದುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಎರಡನ್ನೂ ತಾಳೆ 
ಮಾಡಬೇಕು. ಎರಡು ಸಮಿಾಕರಣಗಳಲ್ಲಿ : ಮತ್ತು »' ಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುವುದ 
ರಿಂದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಥವಾ ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಗಣಿಸಬಹುದು. 

| ಇವುಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದುವನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯುವ ಕ್ರಮ. ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿದರೆ 
ಕ y I 


bic; ದಾ ಗ್ದ C109 — C90 ab; ತ್‌ ash, 


hc, — bc | 
410, — ash, ಛೇದನ ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು. 
೧,೮, — ೧_೦|೨ 04 — a,b, ¥ 0 


ತೆ ಸ್‌ ab; ಶ್ಯ 4h, 


4b, — ಗುರ, = 0 ಆದಾಗ ಇವು ಸಮಾನಾಂತರ ಸರಳರೇಖೆಗಳಾಗುವುವು. 


2.11 ಎರಡು ನಕ್ರರೇಖೆಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ 
ಸಾಗುವ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮಾಾಕರಣ-- 


ನ =f(xy)= 05], ಎಚ್ಚು ವಕ್ರ ರೇಖೆಗಳಾಗಿರಲಿ. 


S’ =¢(x,y)=0 | 
ಅವುಗಳ ಒಂದು ಛೇದನ ಬಿಂದು? (೫1, ೫) ಆಗಿರಲಿ. 
ಧ್ಯ = /(((, ೫ಬಿ ಸಾ0 
ತ ಪಾಳೆ ೫ಬ =0 | (1) 


A ಯಾವುದೇ ಸ್ಥಿರ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರುವಾಗ 
S-+AS=f(xy)+Ag$(x,y)=0 (2) 
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ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. ಇದು ಸೂಚಿಸುವ ನಕ್ರರೇಖೆಯು P ಬಿಂದುವಿನ 
ಮೂಲಕ ಸಾಗಿದರೆ 


5, + AS’ =f(x,Y) + A$ (x,y) =0 
ಇದು ಸತ್ಯವಾಗಬೇಕು. (1) ರಲ್ಲಿರುವ ನಿಯಮಗಳಿಂದ, ಇದು ಸದ ವಿಶಿಷ್ಟ 
ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಸತ್ಯವಾಗಿದೆಯೆಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ, ಆ 3೩91೫ 
P ಯ ಮೂಲಕ, ಅದೇ ರೀತಿ ದತ್ತ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ ಎಲ್ಲ ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳ 
ಮೂಲಕವೂ ಸಾಗುವ ನಿಶಿಷ್ಟ ವಕ್ರ ರೇಖೆಗಳ ಸಮಾಕರಣವಾಗಿದೆ. 


“L =ax-+by+e=0 , 
RAE ಎಂಬ ಎರಡು ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಛೇದನ 


ಬಿಂದುವಿನ ವೂಲಕ ಸಾಗುವ ಎಲ್ಲ ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮಾಕರಣವು 

ತ +e+aA(ax+bhy+c)=0 (Aದ ವಿಶಿಷ್ಟ 
ಸ್ಥಿರ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ) ಆಗಿದೆ. ಇದು ೫, ) ಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದನೆಯ ಫಾತದ ಸಮಿಸಾಕರಣ 

ವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಇದೂ ಸಹ ಸ ಸರಳರೇಖೆಯನ್ನೇ ಸೂಚಿಸುವುದು. 


2.12 ಮೂರು ಸರಳರೇಖೆಗಳು ಏಕಬಿಂದುಸ್ಥವಾಗಲು ನಿಯಮ- 
L =ax+by+c)=0 
M=ayx+b,yy+ch=0 
N =ayx+by+ck=0 
ಇವು ? (೫, ೪1) ನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸಲಿ 
ax] + by + cy=0 
Ax] by + Ccy=0 
asxi+tbyi+c=0 


x1» ೫೩ ಗಳನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಲಾಗಿ, 


| 
ಎ 


| [481 ರ್ಕಿ C3 
4g by C2 
01 Dy ಲ್ಯಾ 


ಇದೇ ಬೇಕಾದ ನಿಯಮ. 

ಈಗ 1, 11, ೫ ಗಳನ್ನು ಸಂಬಂಧಿಸುವಂತಹ AL -- 4M + N= 0 
(A, ಬ, ೫ಗಳು ಸ್ಥಿರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು) ನಿಯಮವಿದ್ದರೆ ಆ ಸರಳರೇಖೆಗಳು 
ಏಕಬಿಂದುಸ್ಥವಾಗುವುವು ಎಂದು ತೋರಿಸಬಹುದು. 


AL -- ಬ + ॥7% ಎ0 
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4 
ULE ME ಟಾ ಬ್ಯ 


ಅಥವಾ 1 -- (11 ಎ ೫"? 
ಇಲ್ಲಿ |. --//'11, 1. ಮತ್ತು 1! ಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದುವಿನ ನಹೂಲಕ ಸಾಗುವ 
ಎಲ್ಲ ಸರಳರೇಖೆಗಳನ್ನು ನೀಡುವುದು. ಇದು »? ಗೆ. ಸಮಾನವಾದುದರಿಂದ 
N ಸಹ ಈ ಛೇದನ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದು. 


ಅಭ್ಯಾಸ 2.1 
| 3x+44 77 0ಮತ್ತು 5% 3. 6೧.0 ಇವುಗಳ ಛೇದನ 
ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಎಳೆದ ಸರಳರೇಖೆಯು 
(ಗಿ ಸತ) -2ಇಾ0ಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿದ್ದರೆ; 
(b) 2x-—Sy+1=0N ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ ; 
(ಲಿ -ಅಕ್ಬದ ಮೇಲೆ - 3 ರೇಖಾಂತರ ಮಾಡಿದರೆ; 
(0) (3, Pu ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗಿದರೆ; 
(0) x4+y4+1=0Mಯೊಡನೆ₹ ಕೋನ ಉಂಟುಮಾಡಿದರೆ ; ಮತ್ತು 
(1) x—y-—1=0,2x+%y+1=0Nಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದುವಿನ 
ಮೂಲಕ ಸಾಗಿದರೆ 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿಯೂ ಅದರ ಸಮಾಕರಣವೇನು? 
2 (x) ೫ಬ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ «x+y +೭ =0ಗೆ ಎಳೆದ ಲಂಬದ 
ಪಾದ (1, ಓ) ಎಂದಾದರೆ, 
h—x k— aX by, +c 
ಹ್‌ ದಾ ನವ್ಯಾನ್‌ ಹಾರ್‌ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
ತಿ.0%--0) += ಸರಳರೇಖೆಯಲ್ಲಿ (೧, ೫೨ ಬಿಂದುವಿನ ಸತಿ 
ಬಿಂಬ (೫, ») ಆದರೆ 
(೧೧ + by, +c) 


೨ ವ 2 ಇಕ್‌ 2a 


VEE 
೫೩ ಸಾ] ಇ 2b- ir FOX 1 
Va +h 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 


4 4x4+3y=12 4x4%3)=3 ಇವು ಎರಡು ಸಮಾನಾಂತರ 
ಸರಳರೇಖೆಗಳು. (- 2.- 7) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಇವುಗಳನ್ನು ಛೇದಿಸುವಂತೆ 
ಸರಳರೇಖೆಗಳನ್ನು ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. ಇಂಥವುಗಳಲ್ಲಿ, ಸಮಾನಾಂತರ ಸರಳ 
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ರೇಖೆಗಳ ನಡುವೆ 3 ರೇಖಾಂತರ ಉಂಟುಮಾಡುವ ಸರಳಕೇಖೆಗಳ ಸಮಾಕರಣ 
ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


5 ಒಂದು ತ್ರಿಭುಜದ ಬಾಹುಗಳು 
Lp =xcosa + ysinap—=p,=0, (r=1,23) 
ಆ ತ್ರಿಭುಜದ ಲಂಬಕೇಂದ್ರವನ್ನು 
Ly 0೦5 (ಯ್ದ — a) =L, 005 (ಡ್ಯ — ಊ) =l,cos(a, — 9) 


ನಿರ್ಧರಿಸುವುವು ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


6 0೫-5-0) 3-70 ಮತ್ತು 1-0 ಎರಡು ಸರಳರೇಖೆಗಳು. 
ಇವುಗಳ ನಡುನಿನ ಒಂದು ಕೋನವನ್ನು 1% 4 m) + ೧ = 0 ಸಮಭಾಗಿಸುವುದು. 
ಹಾಗಾದರೆ, 

L=(px+gy+r) (12 7೫12) 2 ((0 -- 110) (10 3-171) 3-1) ಷಾ 0 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. | 

7 2x43y-—8-—+A(4x—7y+10=0 

3x+4y— 11 +p(2x—Sy+8)=0 
ಮತ್ತು ೬ ಗಳ ವಿವಿಧ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಈ ಸರಳರೇಖೆಗಳು ಏಕಬಿಂದುಸ್ಥ ಆಗಿವೆ 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


8 y=m x+y, ("=123) ಈ ಸರಳರೇಖೆಗಳು ರಚಿಸುವ 


CAPSS 3೬. (0, ಷ್‌ C2)? 9 
ತ್ರಿಭುಜದ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ > P ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


1:೭ 3-೫) --1 ಎ0 
0% 179%) ೧170 
ಇವು ರಚಿಸುವ ತ್ರಿಭುಜದ ಲಂಬಕೇಂದ್ರದ ಮೂಲಕ 


0% ರಾ» 4. ಓಟ? ೫-1 
407-861 1 ptm 
ಈ ಸರಳರೇಖೆಯು ಸಾಗುತ್ತಿದೆ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
10 4y—3x-—1=0, 3) —4x-+|1=0 
4y—3x—3=0, 3y—4x-42=0 
ಈ ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ಫ್ಸೇತ್ರಫಲನೆಷ್ಟು? 


9 ax—+by+c=0 


ಮೂರನೆಯ ಅಧ್ಯಾಯ 
ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಜೊತೆಗಳು 


3.1 ಒಂದು ಜೊತೆ ಸರಳರೇಖೆಗಳು-- 


() - 11, Xx) > —mx)=0 ಈ ಸಮಾಕರಣನನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. 


ಇದರಿಂದ, ಜತ್‌ ಎಂದು ಸುಲಭವಾಗಿ ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. 
y ಮ್‌ 17... ಹ್‌ 


ಇವು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಎರಡು ಸರಳರೇಖೆಗಳು. 
(y— mx) 7-1೧ ನ.೯0 ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ 
ಒಂದು ಜೊತೆ ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಒಟ್ಟಾದ ಸಮಾಕರಣ. ಇದರ ನಿಸ್ಕೃತರೂಪ 
mmx? -- (171 + my) xy + y= 0 ಎಂದಿರುವುದು. ಈ ಸವಿತಾಕರಣದ 
ಗುಣಗಳು ಹೀಗಿವೆ 
(1) ಇದು * ಮತ್ತು ೪ ಗಳಲ್ಲಿ ಸಮಾನ ಘಾತದ ವರ್ಗ ಸಮಾಕರಣ. 
(2) ಇದರ ಎಡಭಾಗವನ್ನು ಎರಡು ಸರಳ ಅಪವರ್ತನಗಳಾಗಿ 
ಅಪವರ್ತಿಸುವುದು ಸಾಧ್ಯವಿದೆ. 
(3) ಈ ಅಪವರ್ತನಗಳು ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಪ್ರತ್ಯೇಕ ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು 
ನೀಡುವುವು. 
ಇಂತಹ ಸಮಾಕರಣದ ಸಾಮಾನ್ಯರೂಪ 
ax? + 2hxy -- by ಎ0. ಇಲ್ಲಿ ab,hಗಳು ಸ್ಥಿರಗುಣಕಗಳು. 


x೨ ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ ಇದನ್ನು (5) ನಲ್ಲಿ ಒಂದು ವರ್ಗ ಸಮಾಕರಣವೆಂದು 


ಪರಿಗಣಿಸಬಹುದು. (2) ತ ನ (2) + - £9 


2h 412 4a 
PE Tok FO 1 1 ಸಾರದ. 
2 ಧಾ — ಡು ಸ್‌ 4h — ab 
ತೊ | ತಪಾ ವು 
ರಾತಾ ರ್ಕ — Ah — ab) =m, ಎಂದಿರಲಿ 
೨ | ಹು 
ರ್‌ pal + 4h — ab) = m, ಎಂದಿರಲಿ 
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*Y =m 


ಇವು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಎರಡು 


Y= ni 
ಸರಳರೇಖೆಗಳು. 
ty A ಟು 1/12 — ab 
1 1 
me ಹಾಡ್‌ (48 ಸ್‌ ab 
ಗ ಗಿ 
2h 
1] + m= — p 3.) 
ಸ 
My Mo ವ 1 


3.2 U=ax"+2hxy+bhy =0 ಸರಳರೇಖೆಗಳ ನಡುನಿನ 
ಕೋನಗಳು ಮತ್ತು ಕೋನದ್ವಿಭಾಜಕಗಳು-- 


1] -- 0 ಸರಳರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನಗಳ ಬೆಲೆ | 
ಇ 112 ಟಂ + tan! Vm, +m) ಘಾ 4171,1719 


+ tan™ 
1 + mm, 1 + mym 
14 0 
— + tan ಲ 42 
(ಕ 
b 
— + tan Kir ಎ (3.2) 
ab 
a+ b#£0 
a b 
atb=0 ಆದಾಗ ಗಗ 1 ಆಗುವುದು. 


ಸರಳರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿರುವುವು. 
U -- 0 ನಡುವಿನ ಕೋನಗಳ ದ್ವಿಭಾಜಕಗಳ ಸಮಾಕರಣ (2.8) 


೫ -- mx ()) -- Mex) 


SE aR —— 
WUE CN +m 
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. ಇವುಗಳ ಒಟ್ಟಾದ ಸಮಾಕರಣವು 
yh me || J #4 
ರ 1/1 +m V1 + my” V1 +m 
V—mAP Vm) 
Tm NEE GE ್ಪ 
ಸರಳೀಕರಿಸಿ (11, - ಗ) ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿದರೆ (Mn, - mM 0) 
(m + m)(x — y) = 2xy(l — Mmm) 


— 2h ( a 
ಅ ಕ ಡಾ 12 ಮ 9 ) ರಾ ಇ 01. 


ಇರಲ 
ಇರ ಯ 


(331 


3.3 ೫,yಗಳಲ್ಲಿ ಎರಡನೆಯ ಘಾತದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸನಿತಾಕರರ್ಣ- 
3.1 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿದಂತೆ 
UE 2 y ಇವೆರಡು ಸರಳಕೇಖೆಗಳ ಒಟ್ಟಾದ ಸಮಾ 
AX —- bey ದ Cg ದ 0 ಬ 
ಕರಣವು ಇವುಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧ | 
(ax + hy +c) (ax + hy +0)=0 
ಆಗಿದೆ. ಇದರ ಗುಣಗಳು ಹೀಗಿವೆ 
(1) ಇದು ೫x ಮತ್ತು ) ಗಳಲ್ಲಿ ಎರಡನೆಯ ಘಾತದ ಸಮಾಕರಣ. 
(2) ಇದರ ಎಡಭಾಗವನ್ನು ಎರಡು ಸರಳ ಅಸವರ್ತನಗಳಾಗಿ ಅಪ 
ವರ್ತಿಸುವುದು ಸಾಧ್ಯವಿದೆ. 
(3) ಈ ಅಪವರ್ತನಗಳು ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಪ್ರತ್ಯೇಕ ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು 
ನೀಡುವುವು. 
S=ax —+2hxy +bhy +2 gx +2f y+ =0 ಇದು » ಮತ್ತು?» 


ಗಳಲ್ಲಿ ಎರಡನೆಯ ಘಾತದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮಾಕರಣ. ಇಲ್ಲಿ 4, ಶಿ. 1.8.1 
ಗಳು ಸ್ಹಿರಗುಣಕಗಳು. x ಅಥವಾ ಚರಕ್ಕೆ ಬೇಕಾದ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಆದೇಶಿಸಿ 


ಇನ್ನೊಂದು ಚರದ ಅನುರೂಪ ಜಿಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿದು ಈ ಸಮಾಕರಣ 
ಸೂಚಿಸುವ ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು ಚಿತ್ರಿಸಬಹುದು. ಒಂದು ವಿಶೇಷ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ 
ಇದು ಒಂದು ಜೊತೆ ಸರಳರೇಖೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುವ ಸಾಧ್ಯತೆಯಿದೆ. ಹೀಗಾಗ 
ಬೇಕಾದರೆ 5ನ್ನು ಎರಡು ಸರಳ ಅಪವರ್ತನಗಳಾಗಿ ವಿಭಾಗಿಸುವುದು ಸಾಧ್ಯ 
ವಾಗಬೇಕು. 


ಚ್‌ ಹಚ್‌ daa ei ಚ್‌ ತೌ iam aida cm 
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5 ವಯಸಿ + 2hxy + by? + 2gx +2fy +c=0 
ax® + 2x(hy + 2) +(by? +2fy +0 =0 
(ಆ ನಲ್ಲಿ ವರ್ಗಸಮಾಕರಣವಾಗಿ ಪುನವ್ಯ ೯ವಸ್ಸಿ ಸಿದೆ ಸೇವೆ), ಇಲ್ಲಿ ಗೆ ಎರಡು 
ಭಾಗಲಬ್ಧ iE 
4 (ಗ) +a T+2fy ke 
= 4 ಎ 4 — ab) + 2y(sh — af) ೯೭-60], ಇದು ಶುದ್ಧ 
ವರ್ಗವಾಗಬೇಕು. ಅಂದರೆ ಇದರ ಶೋಧಕ 
ಗೆ =4[(sh— af) —(h?— ab)(g? — ಛಿ] = 0 ಆಗಬೇಕು. 
"“ a(—abc —2fgh-+af? + bg + ch)=0 
a¥0 ”. abe+2fgh—af*—bg—ch=0 (3.4) 


ಸಿರ ಗುಣಕಗಳು ಈ ನಿಯಮವನ್ನು ಪಾಲಿಸಿದಾಗ 8-0 ಒಂದು ಜೊತೆ ಸರಳ 
ರೇಖೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. 


3.4 S=0 ಒಂದು ಜೊತೆ ಸರಳರೇಖೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸಲು 
ಬೇಕಾದ ಮತ್ತು ಸಾಕಾದ ನಿಯಮ-- 


5 ಎ ೧ಜಿ + 2/20 + by: + ಪ್ರಜ 4+2fy 3-೮67-0 ಒಂದು ಜೊತೆ 
ಸರಳರೇಖೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸಲು (3.4) ರ ನಿಯಮವು ಬೇಕು ಎಂದು ಮೊದಲು 
ತೋರಿಸುತ್ತೇವೆ. 


5-0, ಹಿ, 2) ನಲ್ಲಿ ಛೇದಿ Y 
ಸುವ ಎರಡು ಸರಳರೇಖೆಗಳನ್ನು ? 
ಸೂಚಿಸಲಿ... ಸಲ. ಸಿ ಗಳನ್ನು ತೆ! 
0x, 0) ಗಳಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ 
ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. ೫ (೧ )) ಈ ಸರಳ 
ರೇಖೆಗಳ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಬಿಂದು. 
A, AY ಅಕ್ಬಗಳ ಪ್ರಕಾರ ಅದರ 


A(x1,y,) 


RR, ಗ್‌ೆ y) ಎಂದಿರಲಿ. 0 £ | 
ಆಗ ಚಿತ್ರ 3.1 

X= X) ನಾ X 

71.1.8೬46 


AX, AY ಪ್ರಕಾರ 5 ಎ0 ಇದರ ಪರಿವರ್ತಿತರೂಪವು-- 
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0 (2 + XP+ 2% (ಜ--೫) 0% --ಸಗಿ--80%--%)* 
--28 (( 3-೫) .-2/0, *-ಗಿ-0-0 
ಇದನ್ನು ಸರಳೀಕರಿಸಿದರೆ, 
aX? + 21% + 8%3 + 2೫ (ax, +hy 1- 8)-- 2% (hx + 0,-- 1)-- 
(ax? -- 21%, ೫; -- 073 --268%, +2 ೬ ಲ ಎ0 
ಎಂದಾಗುವುದು. 
ಇದು ಈಗಿನ ಮೂಲಬಿಂದು & ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಎರಡು ಸರಳರೇಖೆಗಳ 
ಸಮಾಕರಣವಾದುದರಿಂದ್ದ ಹ, ಳಗಳ ವಿಶಿಷ್ಟ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಸಮಾನಘಾತದ 
ವರ್ಗಸಮಾಕರಣವಾಗಿರಬೇಕು. ಆಗ ೫, 3" ಗಳ ಗುಣಕಗಳು ಮತ್ತು ಕೊನೆಯ 
ಸ್ಥಿರ ಉತ್ಪನ್ನ ಪ್ರತ್ಯೇಕವಾಗಿ ಶೂನ್ಯವಾಗಬೇಕ: 
“ax +hp+e=0 (1) 
hx, + by, +f =0 (2) 
ax? + 2hxy + 02 + 2x +28 yy +c=0 (3 a) | 
೫] (0-1. +8) +O +hy --/) | 
+8x +I» +o=0 (30) 
“gx1%fY0+c=0 | (3 €) 


EE. POS LAS 
ASO hf—bg gh-—af ab—h 


hf — bg gh — af 
NE OED 


ಈ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು (3) ಯಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸಿದರೆ, 


EEN 
ey (ನಂ | 
181 — bg? +f eh — af? + cab — ch =0 (3.4) 


abc + 2f gh — af: — bg — che = 
(1), (2), (3€) ಗಳಲ್ಲಿ ೫, »; ಗಳಲ್ಲಿ ವಿಸರ್ಜಿಸಿದರೆ 
a 1 8 = 
ಇ 
ಜತಿ ( | (3.4) ' 
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ಇದನ್ನು ವಿಸ್ತರಿಸಿದರೆ ಮೇಲಿನ ಉತ್ತರವೇ ಲಭಿಸುವುದು. ಈ ಸರಳರೇಖೆಗಳ 


hf — bg 81 -- af 
ಶೇವನ ಬಂದು [ಸಸಿ 5] ( 


ab -- 13; 0 


ಈಗ (3.4) ರ ನಿಯಮವು ಸಾಕು ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತೇವೆ. ಅಂದರೆ 
5 = 0 ಸಮಾಕರಣದ ಸಿ ಸರಗುಣಕಗಳು 


a h 8. |=0 
fl ಗಿ pf 
EN: € 


ನಿಯಮವನ್ನು ಪಾಲಿಸಿದರೆ S 2 0 ಯನ್ನು ಎರಡು ಸರಳರೇಖೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸು 
ವುದು ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತೇವೆ. 


ಇ. 0 8 ಡಿ 0. ಎಂದಿರುವಾಗ x, », ಗಳೆಂಬ ಎರಡು ಸಂಖ್ಯೆ 
f | ಗಳನ್ನು ax +h) 1... (1) 
| hxi+hbyy+f=0 (2) 

2x RYE CEO ಕಟ) 


ಈ ನಿಯಮಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುವಂತೆ ಆರಿಸುವುದು ಸಾಧ್ಯ. 0%, 0) ಅಕ್ಬಗಳನ್ನು 
(೫, ೫೨ ಸೂಚಿಸುವ ಸ ಬಿಂದುವಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತರ ಸ್ಥಾನಸಲ್ಲಟಿನ ಸ 
ನೂತನ ಅಕ ಕ್ಸಗಳನ್ನು A, AY ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯಲ್ಲಿ 
ವಿನಿಮಯ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು X Y ಎಂದಿದ್ದರೆ, 


2 33:64 


KX NESE 
y=mrY 


ನೂತನ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಯಲ್ಲಿ S- 0 ಸಮಾಕರಣದ ಪರಿವರ್ತಿತ ರೂಪವು, 


}, (1.1) ನ್ನು ನೋಡಿ. 


aX? + 2/20) + bY: + 220 (02೧ 3- 1೫, + 8) -- 21 (1-0, +7) 
1೫% (02 3-1೫, 1-80) 3-೫, (1%ಜ[ +p --/) *.(೪೫ಜ7-/(--0) ೫ 0 


ಎಂದಿದೆ. (1), (2), (3) ರಿಂದ aX + 2hXY + ರಳ: = 0 ಎಂದಾಗುವುದು. 
ಇದು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಎರಡು ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಒಟ್ಟು 
ಸಮಾಕರಣ. 
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3.5 ನಿಶೇಷ ಪರಿಸ್ಥಿ ತಿಗಳು--5 = 0 ಒಂದು ಜೊತೆ ಸರಳರೇಖೆ 
ಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುವಾಗ, 
abc + 2f gh — 0/3 — ಕಿ ch =0 
ಎಂದೂ, ಛೇದನಬಿಂದು 


hf— bg gh-—af 
(ಚೆ ಶಾ p WY 
ಎಂದೂ ಗೊತ್ತಿದೆ. 


I 00-132-0 ಆದಾಗ 850 ಸಮಾನಾಂತರ ಸರಳರೇಖೆಗಳನ್ನು 
ಸೂಚಿಸುವುದು. ಆಗ, 
0=— abc + 2fgh — 0/3-- bg? — ch 
= 0(00 —I®) +2fg ab — af*— bg’ 
= —(Va.f7Vb.8 
af? = bg ’ 4b ಮತ್ತು 0/3 - ಯ 
ಆದಾಗ 5. 0 ಒಂದು ಜೊತೆ ಸಮಾನಾಂತರ ಸರಳರೇಖೆಗಳಾಗುವುದು. 


11 ಸಮಾನಾಂತರ ಸರಳರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಅಂತರವನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಡಿಯಬಹುದು. 
(1) 


(2) 


ಚಿತ್ರ 3.2 
S=ax*+2hxy+by + 2% +p ೬. (0 
02013 + 2x(hy +g) +0) +2f y+ c=0 
ax=— (hy +8) + VY — ab) ¥2y (gh — af)¥ ac 
ಈಗ 00 ಎ. 1೩, 0/3 ಎ ಯೂ? ಎಂದು ಗೊತ್ತಿದೆ. 
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8. 003-060. 0/8 (3/3 + 0ರಿ68 


“af =’gh 
ax-+hy+*g=%-4/g*— ac 
ಅಥವಾ, ax +p +g + 4/8 —ac=0 (1) 
ax+hyp+g-—vVe—ac=0 (2) 


ಇವು ಸಮಾನಾಂತರ ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಪ್ರತ್ಯೇಕ ಸಮಾಕರಣಗಳು. ಇವುಗಳ ಪೈಕಿ 
ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆ -ಅಕ್ಬವನ್ನು A ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ. ಆಗ 
A ಬಿಂದುವು 


[ನ ತೆ ಆಪಿ 0] ಆಗುವುದು. 

a 
A ಯಿಂದ ಇನ್ನೊಂದು ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಎಳೆದ ಲಂಬವೇ 
ನಮಗೆ ಬೇಕಾದ ಅಂತರ, 4. 


ಟ್‌ 
3 Va? — h2 


ಪಳೆ ಟೆ ಸ ಸತ್‌ 
೨/0 0೪. *"ಹ(೧(೧--॥ 

111 5 2 0 ಸರಳರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನಗಳು 
2 13/13 -- ab 
a+b 

ಅವು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ೧ +b 0 
IV S=0 ಸರಳರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನಗಳ ದ್ವಿಭಾಜಕಗಳ 
ಒಟ್ಟಾದ ಸಮಾಕರಣ 


ಓರಾ ತಳಾ ಸಾ 7೫, 
a—b ನ್ಯ 1 


-+ tan™" ಆಗಿವೆ. 


V S=ax°+2hxy+by+2gx+2/yHc=0 ಸರಳರೇಖೆ 
ಗಳಿಗೆ 5' =x ೬ 2/20 4 by: = 0 ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ 
ಸರಳರೇಖೆಗಳು ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಈ ನಾಲ್ಕು ರೇಖೆಗಳು 
ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜವನ್ನಿ ರಚಿಸುತ್ತವೆ. 5--28' ಎ0, ಸಿದ 
ವಿಶಿಷ್ಟ ಸ್ಥಿರ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಈ ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ 
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ಸಾಗುವ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು (2.11 ಸರಿಚ್ಛೇದ). ಆ ಪಕ್ಷ 
ಆದಾಗ ಇದರ ರೂಪ 20x 4 21) 3-೮ ೯0 ಆಗುವುದು. ಇದು ಸರಳರೇಖೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ ಇದು (ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗದ) ಕರ್ಣವಾಗಿದೆ. 
- 50, S'=0 ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ಒಂದು ಕರ್ಣವು 
2gx +2fy+c=0 
ಇನ್ನೊಂದು ಕರ್ಣವು [ಮಷೂಲಬಿಂದುವನ್ನು ಮತ್ತು 53 - 0 ಯ ಛೇದನ 
ಬಿಂದು (*;, ೫) ನ್ನು ಜೋಡಿಸುವ ರೇಖೆ] 
Mm 
೫] 
ಈಗ, ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜವು ವಜ್ರಾಕೃತಿಯಾಗಿದ್ದರೆ ಅದರ 
ಕರ್ಣಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿರಬೇಕು. ಇದರ ನಿಯಮ, 


“- gh 801-113 --/ಶಿ8 ಎ0 
SBS ITE 


3.6 ಸಮಾನ ಘಾತದ ನರ್ಗಸಖಾಕರಣ- 
S=ax* + 2hxy +hy +x +2fy+c=0 ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ 
ಒಂದು ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. 

L=/x+m-—1=0 ಇದೊಂದು 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಸರಳರೇಖೆ. ಇವೆರಡು ಸಮಾ 
ಕರಣಗಳಲ್ಲಿ ೫ (ಅಥವಾ ೫) ನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿ 
ದೊರೆಯುವ » (ಅಥವಾ ೩೫) ವರ್ಗ ಸಮಾ 
ಕರಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸಬಹುದು. ಹೀಗೆ ದೊರೆ 
»Y2) ಯುವ ಮೂಲಗಳು ),. ೪, ಮತ್ತು ಸ. ಸು 

ಎಂದಿದ್ದರೆ, (27.೫1) ಮತ್ತು (ಸ, ೫) 
0 x ಬಿಂದುಗಳು 5.0, 1-0 ಇವುಗಳ 
ಚಿತ್ರ 3.3 ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳಾಗಿವೆ. 5 ಎ ೧0ಯನ್ನು ' 
1. = 0 ದ ಸಹಾಯದಿಂದ ಸಮಾನಘಾತಗೊಳಿಸಿದರೆ, 


Y 
| 
| 
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ax + 2120 + by: + 2gx 1 +2fy.1l +e? ಎ0 

ax° -- 210) + by° + (2x 4-2/)) (Ix + my) + c(lx+my? = 0 (D 
ದೊರೆಯುವುದು. ಇದು x, ೪ ಗಳಲ್ಲಿ ಸಮಾನಘಾತದ ವರ್ಗಸಮಾಕರಣ. 
ಆದ್ದರಿಂದ ಇದು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಒಂದು ಜೊತೆ ಸರಳ' 
ರೇಖೆಗಳ ಒಟ್ಟೂ ಸಮಾಕರಣ. ಸಿ (x,y), B (x;, ೫) ಗಳು ಇದರ ಮೇಲಿರುವು 
ದಾದರೆ, 

ax” + 21), + by? + (28x +28 Y) (lx + my) 

+(lx]-+mpy)e=0 (1) 
ಮತ್ತು x" -- 2/1 + by? + (08x 2879) (x, + mys) 

+(lx,+my)c=0 (2) 
ಸತ್ಯವಾಗಬೇಕು. ಸಿ, ಔಗಳು5S- 0.1 = 0 ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ 

ax” + 2hxyy) + hy? + 2೩ + 2f yn + c= (3) 

Ixji+my—1=0 (4) 
ಇತ್ಯಾದಿ ಸತ್ಯವಾಗಿವೆ. (1) ರಲ್ಲಿ 
ಎಡಬದಿ =x? + 2/1೧, + by’? + (08x10 +28) xl + ex 2 

= 0, [(4) ರ ಸಹಾಯದಿಂದ] 
= 0, (3) ರ ಸಹಾಯದಿಂದ 
= ಬಲಬದಿ. 

" (4). ಅದೇ ರೀತಿ (2) ಸತ್ಯ ವಾಗಿವೆ. 

”. (1) ಸಮಾಕರಣವು ಮ OB ಗಳ ಒಟ್ಟು ಸಮಾಕರಣ. ಈ ಸೂತ್ರ 
ವನ್ನು ಹೀಗೆ ನಿರೂಪಿಸುತ್ತವೆ: ಒಂದು ವಕ್ರ ಕೀಪೆಯ ಮತ್ತು ಸಿರಳಕೀಖೆಯೆ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಮೂಲಬಿಂದುನಿಗೆ ಸರಿಸುವ ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಒಟ್ಟಾದ 
ಸಮಾಕರಣವನ್ನು, ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಸರಳರೇಖೆಯ ಸಮಾ 
ಕರಣದ ಸಹಾಯದಿಂದ ಸಮಾನಘಾತಗೊಳಿಸಿ ಪಡೆಯಬಹುದು. 


ಅಭ್ಯಾಸ 3.1 
I: 228 -. )0 -- )3-- 10% 3.7) 31.80 ಒಂದು ಜೊತೆ ಸರಳ 
ರೇಖೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ. ಅವುಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದುವನ್ನೂ, 
ನಡುವಿನ ಕೋನಗಳನ್ನೂ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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2 ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸಮಾಕರಣಗಳು ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ ಒಂದು ಜೊತೆ ಸರಳ 
ರೇಖೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುವು. ಆಯಾ ಸಮಾಕರಣದಲ್ಲಿರುವ ಅಜ್ಞಾತ ಸ್ಥಿರ 
ಸಂಖ್ಯೆಯ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ-- 

(a) 123 + 7xy + by? + 13x -)»--ತಿಕಾ0 
(b) 12x — 10xy +2) + l4x— 5) +c=0 
(೧ ax: + llxy+4y+4x+71y-2=0 
3 ax + 2hxy + hy: = 0 ಸರಳರೇಖೆಗಳಿಗೆ ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಎಳೆದ ಲಂಬರೇಖೆಗಳ ಒಟ್ಟು ಸಮಾಕರಣ 
ay: — 2hxy + bx? = 0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
4 ax*4 2hxy -- 0೫-೬0 ಮತ್ತು x+my-1=0 ರಚಿಸುವ 
A hE? — ab 
am” — 2him —+ bl 

5 (x,y) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ «x: + 2hxy + by? = 0 ಗೆ ಎಳೆದ ಲಂಬ 

ರೇಖೆಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧವು ಕ 
ax? + 21), + ರಡ 
V (61-83-43. 


ತ್ರಿಭುಜದ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


6  (00--12) (025-210 -- 0-2 -- 2/2) --೦1*3-- bg 
ರ «ನ ಎ0 ಸಮಾಕರಣವು ಒಂದು ಜೊತೆ ಸರಳರೇಖೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
ಇನ್ನು ಮುಂದಿನ ಪ್ರಶ್ನೆ ಗಳಲ್ಲಿ 
S=ax +2hxy+bhy + 2gx +2 +c=0 
S’ =ax? + 2hxy + by: = 0 ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಲಾಗಿದೆ. 


7 8S=0 ಸರಳರೇಖೆಗಳು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಸಮಾನ ದೂರದಲ್ಲಿದ್ದರೆ 
7477 8%ನಾ0(0/3-- ag?) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
8 ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ 5.0 ಸರಳಕೇಖೆಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದುವಿನ 


ದೂರದ ವರ್ಶ 2 ಅರ್‌ 31138 
EE ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. ಸರಳರೇಖೆಗಳು 
f+ 


ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿರುವಾಗ ಈ ಉತ್ಪನ್ನದ ಬೆಲೆ ೫; 


ಎಂದೂ ಸಾಧಿಸಿ. 
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9 8-20 ಸರಳರೇಖೆಗಳಿಗೆ ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಎಳೆದ ಲಂಬರೇಖೆ 
ಗಳ ಗುಣಲಬ ವು ad 
ಇ 1/ (a -- ಗ) + 4/3 
10 (a—bd)(x3— y)+4hxy=0 ಮತ್ತು 
124 -)2 ಇ(ಂ-- 0) 0 
ಸರಳರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಕೋನದ್ವಿಭಾಜಕಗಳು ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


11 5'ಎ0 ಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆಯ ಓಟವು ಇನ್ನೊಂದರ 
ಓಟದ ಎರಡರಷ್ಟಾದರೆ 8h?= 900 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


12 (0, 0) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ 5'ಎ0ಗೆ ಎಳೆದ ಲಂಬ ಪಾದಗಳು 
LM. 11. ನ ಸಮಿಾಕರಣವು ((4-—b)x-+2hp-+h=0 ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 

13 5' ಎ0 ಮತ್ತು ಆಟಿ -- 2/0 + hy =0 ಸರಳರೇಖೆಗಳಲ್ಲಿ 
ಮೊದಲನೆಯ ಜೊತೆಯ ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆ ಎರಡನೆಯದರ ಒಂದು ಸರಳಕೇಖೆಗೆ 
ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ 4 (01, + ರಿಗ) (ha, + bh) + (aa — bb) = 0 ಎಂದು 
ಸಾಧಿಸಿ. 

14 ಮೇಲಿನ ಪ್ರಶ್ನೆಯಲ್ಲಿ ಈ ಜೊತೆಗಳಿಗೆ ಸಾಮಾನ್ಯವಾದ ಒಂದು 
ಸರಳರೇಖೆಯಿದ್ದರೆ (ab, — ab) + 4(ah, — ah) (bh, — bh) = 0 ಎಂದು 
ಸಾಧಿಸಿ. 

15 $98220 ಸರಳರೇಖೆಗಳು )-ಅಕೃದ ಮೇಲೆ  ಛೇದಿಸಿದರೆ 
2181 —bg? — ch? = 0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 

16 4x°+Sxy-—2y+6x+3y-—7=0 
ಮತ್ತು 3x + 5) -— 1-0 ಇವುಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಮೂಲಬಿಂದುವಿಗೆ 
ಸೇರಿಸುವ ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಒಟ್ಟು ಸಮಿಾಾಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

17 1ಃ-- 7) ಇ ಮತ್ತು ೫+) -ಯರಿ-0 ಇವುಗಳ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಜ್ಯಾ (೮7086) ಮೂಲಬಿಂದುನಿನಲ್ಲಿ ರಚಿಸುವ ಕೋನವೆಷ್ಟು? 
ಇದು ಶ್ವ ಆಗಿದ್ದರೆ ನಿಯಮವೇನು? 

18 5'-- »(213 3.) ಇ 0, ದ ವಿವಿಧ ಸ್ಥಿರ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಈ ಸರಳ 
ರೇಖೆಗಳ ಕೋನದ್ವಿಭಾಜಕಗಳು ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
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19 ax+hy+c=0 ಮತ್ತು 
(ax + by? — 3(ay — bx) =0 
ಒಂದು ಸಮಭುಜ ತ್ರಿಭುಜವನ್ನು ರಚಿಸುವುವು ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
20 (y— mx? ಇ (1 + m5) ಮತ್ತು 
(೫ -- 008 ಎ (1(1 -.- /3) 
ಒಂದು ವಜ್ರಾಕೃತಿಯನ್ನು ರಚಿಸುತ್ತವೆ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
21 $§=0 ಸರಳರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನಗಳ ದ್ವಿಭಾಜಕಗಳೂ 
ಸ-ಅಕ್ಷವೂ ರಚಿಸುವ ತ್ರಿಭುಜದ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ Y(- ಜ್‌ ತ 
2h ab — h 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


ನಾಲ್ಕನೆಯ ಅಧ್ಯಾಯ 


ವೃತ್ತ 
4.1 ವೃತ್ತದ ಸಮಿಾಕರಣ--ದತ್ತ ಸ್ಥಿರಬಿಂದುವಿನಿಂದ ದತ್ತ ಸ್ಥಿರ 
ದೂರದಲ್ಲಿ ಚಲಿಸುವ ಬಿಂದುವಿನ (ಸಮತಲ) ವಕ್ರರೇಖೆಯು ವೃತ್ತ. ಸ್ಥಿರಬಿಂದು 
ಇದರ ಕೇಂದ್ರ. ವಕ್ರರೇಖೆಯು ಪರಿಧಿ. ಸ್ಥಿರದೂರ ತ್ರಿಜ್ಯ. C (h, k) ಸ್ಥಿರ 
ಬಿಂದು ಕೇಂದ್ರ ಮತ್ತು ೯ ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಯೆ ತ್ರಿಜ್ಯವಾಗಿರುವ ವೃತ್ತದ ಸಮಾಕರಣ, 
(2 -- 128. () -- [08 ತಿ (4.1) 


ಅಥವಾ, ಜಿ -- )*3 -- 21% -- 2 + (18 + 13. 15) ಎ0. ಇದು) ಗಳಲ್ಲಿ 
ಎರಡನೆಯ ಘಾತದ ಸಮಾಕರಣ. ಇದರಲ್ಲಿ ** ಮತ್ತು )* ಗಳ ಗುಣಕಗಳು 
ಸಮಾನವಾಗಿವೆ; ೩೪) ಪದ ಇರುವುದಿಲ್ಲ. 
ಈಗ S=ax?-—2hxy +bhy: +2gx+2fy+c=0 ಎನ್ನುವ 
೫,೫ ಗಳಲ್ಲಿ ಎರಡನೆಯ ಘಾತದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. 
ಮೇಲಿನ ನಿಯಮಗಳನ್ನು ಇದಕ್ಕೆ ಅನ್ವಯಿಸಿ, a=b,h=0 ಎಂದು ಬರೆದಾಗ, 
a(x 3. )2) 3. ಪ್ರಜ 3. 2/೫ 3. (೯0 ದೊರೆಯುವುದು. 


FN 8 ಶೆ Ws 
ಇದನ್ನು (4.1) ಕೊಡನೆ ಹೋಲಿಸಿದರೆ, ಇದು (- Fs —) ಕೇಂದ್ರ ಮತ್ತು 


CS BAN 
9/8" 11 7-6 ಜ್ಯವಾಗಿ ಇರುವ ಒಂದು ವೃತ್ತವನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು 
0 
ಎಲಿ 


ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೇನೆ 
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81 ನ ಗಳು ಸ್ಥಿರಗುಣಕಗಳಾಗಿರುವುದರಿಂದ, ರೂಢಿಯಲ್ಲಿ 
a Ul | 


ಒಂದು ಸಾಮಾತ್ಯವೃತ್ತ ತ ದ ಸಮಾಕರಣದ ಸುಲಭರೂಸವನ್ನು 
x+y +2gx+2fp+c=0 ಎಂದೇ ಪರಿಗಣಿಸುತ್ತೆ ವೆ. ಇದರ ಕೇಂದ್ರ 


(— 4-8), ಕ್ರಿಜ್ಯ 1/8" +f?-— ec. 
ಮೂಲ ಬಿಂದು ಕೇಂದ್ರ ಮತ್ತು r ತ್ರಿಜ್ಯವಾಗಿರುವ ವೃತ್ತದ ಸ ಸಮಾ 


ಕರಣವು x4೫: ಸ ಹಪ ಡ್‌ ತ್ರ ದ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಬಿಂದು 

P(x, y) ಆಗಿರಲಿ. 488 ಧ್ರು ವೀಯ ನರ್ದೇಶಕಗಳು (1, 8) ಎಂದಿದ್ದ ರೆ, 
x= cos 4 (4.2) 
y=r 5110 


4 ದ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಈ ಬಿಂದು ವೃತ ತ್ತದ ಮೇಲಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಇವು ವೃತ ದ 
ಪ್ರಾಚಲಿಕ ಸ ಸಮಾಕರಣಗಳು. 0 ಸಲಿ ಐ ಪ್ರಾಚಲ. 


4.2 ಒಂದು ಜೊತೆ ದತ್ತ ಬಿಂದುಗಳ ಜೋಡಣೆಯು ವ್ಯಾಸವಾಗಿ 
ರುವ ವೃತ್ತ ಎಂಗ (a, Bk Bcd) ದತ್ತ ಬಿಂದುಗಳಾಗಿರಲಿ. P(x} 
ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 

““ZAPB=43 


Pಸಿಯಓಟ-”, PB ಓಟ ಎ 


ತ್‌್‌ 


We sg ಕೆ ಬಾ 
ಜ್‌ ಗಾಸ್‌ 
ಹಃ ವೃತ್ತದ ಸಮಾಕರಣವು 

ಉ-ಛ(ಸ-ಲಿ-0೦-ಊ00-60-0 (4.3) 


ತುತು 


4.3 ವೃತ್ತ ಮತ್ತು ಸರಳರೇಖೆ 


y=mx +c 
ಈ ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಬೇಕು. 
"20% (110 - ೧೬೨/೪ ಎ0 
(1 -.- 1) 213 3. 2 70೧% - 3-30 
~~ ಈ ವರ್ಗ ಸಮಾಕರಣಕ್ಕ ಖ್ಯ Xa ಎನ್ನು ವ ರ, ಮೂಲ 
ಗಳಿವೆ; ಅನುರೂಪ ev ೫.೫ ಗಳನ್ನು ಣಿಸಬಹುದು. 


ಗೆ 59} ಇವುಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಪಡೆಯಲು 


ಕಟ್‌ ್‌ A nS i came Sud ಶಾ ಶಾ ಚಾ ld 
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ಆಗ (೫, ೫). (ಹ, ೪) ಬಿಂದುಗಳು ವೃತ್ತ ಮತ್ತು ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಛೇದನದ 
ಬಿಂದುಗಳಾಗುತ್ತವೆ. ಈ ಬಿಂದುಗಳು 

ವಾಸ್ತವಿಕ 

ಸಂಗಮ ' ಆಗಿದ್ದರೆ, A=4mc—4(1+m)(e—r)z0 
ಊಹಾಜನ್ಯ 


ಅಂದರೆ, ಆ $r*(1 + 10) 
ಸರಳರೇಖೆಯು ವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಬೇಕಾದರೆ ಛೇದನಬಿಂದುಗಳು 
ಸಂಗಮಿಸಬೇಕು. ಅದರ ನಿಯಮ 
C=r?(1 +m) (4.4) 
ಬಾರತ ೧8 (4.4) 
A y=mxkra/l +m 
ವೃತ್ತದ ಎರಡು ಪರಸ್ಪರ ಸಮಾನಾಂತರ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು. 
) ಹಾ 710 3-1 ೨/1 +m ಎನ್ನುವ ಒಂದು ಸ್ಪರ್ಶಕವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. 
೫ನ ವಿಶಿಷ್ಟ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಇದು ವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಿದೆ. ಇದು (೫, ೪) 
ಎನ್ನುವ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗಲಿ. ಆಗ, 
೫ ನಗು 3.7 ೨/1 +m 
ಕ ಜಾ ಇತ ರಜೆ 2. (ಶೆ 
023 (ಜತಿ 13) -- 2ಬ] . 7 - ಲತ 1ಬ) ಎ0 
ಇದು / ನಲ್ಲಿ ವರ್ಗಸಮಾಕರಣವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, ಇದಕ್ಕೆ ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ 


ಎರಡು ಮೂಲಗಳಿವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ, ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ 


ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎರಡು ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳನ್ನು ಎಳೆಯಬಹುದು. ಈ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಓಟಿಗಳು 
Mi Ma ಎಂದಿದ್ದರೆ, 


ಬ 22೧೫] 
111; ET 
೫೨ Ge y? 
MiMy = ಲ 
1 2 xy? WK 72 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಜೊತೆ ಸರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ, mm = —1 


xP? 
" ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ (x, ೫) ಬಿಂದುವಿನ ಸಥ 
x+y =D. ಇದು ಇನ್ನೊಂದು ಏಕಕೇಂದ್ರೀಯವೃತ್ತ. 
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4.4 x,y ಗಳಲ್ಲಿ ಎರಡನೆಯ ಘಾತದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮಾಕರಣ, 
S=ax?!2Zhxy+by+2gx+2f+-c=o— 

5S=—0 ಒಂದು ವಿಶಿಷ್ಟ ನಿಯಮವನ್ನು ಪಾಲಿಸಿದರೆ ಒಂದು ಜೊತೆ ಸರಳ 
ರೇಖೆಗಳನ್ನೂ, ಇನ್ನೊಂದು ವಿಶಿಷ್ಟ ನಿಯಮವನ್ನು ಪಾಲಿಸಿದರೆ ವೃತ್ತವನ್ನೂ 
ಸೂಚಿಸುವುದೆಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ, 52.0 ಒಂದು ಎರಡ 
ನೆಯ ಘಾತದ ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದೆಂದೂ, ಮೇಲೆ ಹೇಳಿದ ಎರಡು 
ಸಂದರ್ಭೆಗಳು ಇದರ ಎರಡು ವಿಶಿಷ,ರೂಸಗಳೆಂದೂ ಭಾವಿಸಿ ನಮ್ಮ ಅಭ್ಯಾಸ 
ನನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯೀಕರಿಸಿ ಮುಂದುವರಿಸುತ್ತೇವೆ. 

$ 7-0 ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು 1 7-0 ಸರಳರೇಖೆಯು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ 
ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ (3.6 ಪರಿಚ್ಛೇದ) ಛೇದಿಸುವುದು. ಇವು ॥, ೦ ಎಂದಿದ್ದರೆ 
PQ ಸರಳರೇಖೆ ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಜ್ಯಾ; ಬಿಂದು 8 ಯಲ್ಲಿ ಸಂಗಮಿಸಿದಾಗ PQ 
ಜ್ಯಾವು ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ? ಯಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗುವುದು. 

ಈ ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಬೇಕು. 
5 ತುಣಿ .- 2/20 --6)8 2... 2/೫. ( 
Sax 7-1 (0, 3-೫2) 7-0೫,--8(0೭-- 2) 32/೧. ೫ 
ಶ್ಯ ಕ್‌ ಯ್ಯ + 2hxyy -- 03 + 20 + 2) +c 
S12 ನ axiXy + XY +XY)Fbyy + 8X -- ೫) SN ಖರೀ 


ಬ ಶ್ರ ಎ 
319 ನಿ ಎಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟ. 


I PQ ಜ್ಯಾದ ಸಮಾಕರಣ. P(x, ೫೨. Q(x, y) 5ಎ0 
ಮೇಲಿರುವ ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳು. 

AS, BS,+C=0 ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. ಇದು x, ಗಳಲ್ಲಿ 
ಒಂದನೆಯ ಘಾತದಲ್ಲಿರುವುದರಿಂದ ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆಯಾಗಿದೆ. ? ಮತ್ತು ಲ 
ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಇದು ಸಾಗುವಂತೆ ವಿಧಿಸಿದರೆ, ಕ್ರಮವಾಗಿ, 

AS], +BS,4+C=0 ಮತ್ತು 
ASS BSE C= 
೫,0 ಗಳು 8 0 ಮೇಲಿವೆ. 58-5-0 


ಈ C 
ಸ ಕಾರಾ ರು ತಹ 
5, 8, 
C 
”. PQ ಜ್ಯಾದ ಸಮಾಕರಣವು - ಜಸ +C= 
ನೂ 5, 


ಅಥವಾ 8,45, (4.5) 
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11 QಬಿಂದುP ಯಲ್ಲಿ ಸಂಗಮಿಸಿದಾಗ ಇದರ ರೂಪ( = x), ೫ = ೫; 
ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಬೇಕು). 


5, r S, ನ್‌ ದ ಆದರೆ S,; ಹರಟ 


* ರೈಷಾ0 (4.6) 
ಇದು 8-0 ಗೆ? ಯಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮಾಕರಣ. 


111 7 ಬಿಂದು 5ಎ.0 ಮೇಲೆ ಇರದ ಒಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 4.3 
ಪರಿಚ್ಛೇದದ ಭಾವನೆಯನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯೀಕರಿಸಿ 5S=—0ಗೂ ಅನ್ವಯಿಸಬಹುದು. 
ಆ ಪ್ರಕಾರ Pಯಿಂದ $..0ಗೆ ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಎರಡು ಸ್ಫರ್ಶಕಗಳನ್ನು 
ಎಳೆಯಬಹುದು. ಅವು 80, PR ಆಗಿರಲಿ. ೧೫ನ್ನು 8 ಬಿಂದುವಿನ 
ಸ್ಪರ್ಶಕಜ್ಯಾ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 8, ೦, & ಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು ಕ್ರಮ 
ವಾಗಿ (೧, ೫ಬ. (0 ೫ಬಿ. ಲ, ೫೪. ಎಂದಿರಲಿ. QP ಯು ೧ಿನಲ್ಲಿ 
ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಅದರ ಸಮಾಕರಣ ಈೃ 0. ಇದೇ ರೀತಿ RP ಯ 
ಸಮಾಕರಣ ಕ್ಕ ಎ0. ಇವೆರಡೂ P(x, ») ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದ 
ರಿಂದ, 8S; 0 ಮತ್ತು ಠ್ಕ್ಯಿನಐ0. ಈಗ, 8,-=0 ಸಮಾಕರಣವನ್ನು 
ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. ಇದೊಂದು ಸರಳರೇಖೆ. ಇದು ೦0(%ಓ,, ೫) ಮೂಲಕ ಸಾಗ 
ಬೇಕಾದರೆ, $0 ಆಗಬೇಕು; ಇದು ಸತ್ಯವಾಗಿದೆ. ಹಾಗೆಯೇ 
R(x ೫) ಮೂಲಕ ಸಾಗಬೇಕಾದರೆ, ಠ್ಕಎಐ0 ಆಗಬೇಕು; ಇದೂ 
ಸತ್ತವಾಗಿದೆ. ೬ ಠ5ಷಾ0ಯು ೧Rಣನ ಅಂದರೆ Pಯ ಸ್ಪರ್ಶಕಜ್ಯಾವಿನ 
ಸಮಾಕರಣ. 


IV ದತ್ತಬಿಂದು Pಯ ಮೂಲಕ ಹಲವಾರು ಛೇದಕಗಳನ್ನು 
5 0ಗೆ ಎಳೆಯಬೇಕು. ಇವು $8-0ಯನ್ನು ಲ್ರ,, ಹೃ; ಲಿ ಣ್ಯ; 
ಇತ್ನಾದಿ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ. ಈ ಬಿಂದು ಯುಗ್ಮಗಳಲ್ಲಿ 5--0ಗೆ ಎಳೆದ 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ fg ಇತ್ಯಾದಿ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸಲಿ. ಆಗ 
T,, T, ಮುಂತಾದುವುಗಳು ರಚಿಸುವ ಸಥವನ್ನು $=0ಗೆPಯ ಧ್ರುನೀಯ 
ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಧ್ರುನೀಯಕ್ಕೆ P ಧ್ರುವವಾಗಿದೆ. 

ದತ್ತಬಿಂದು Pಯು (x, ೫) ಆಗಿರಲಿ. ಪಥದ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು 
ಬಿಂದು ₹, ೧ ೫) ಎಂದಿರಲಿ. ಆಗ. ಮೇಲಿನ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯಿಂದ Q, R, 


ಸರಳರೇಖೆಯು 7, ಬಿಂದುವಿನ ಸ್ಪರ್ಶಕಜ್ಯಾ. .. ಅದರ ಸಮಾಕರಣ, 
ತೃನ0 ೧,R, ಸರಳರೇಖೆಯು P(x, y)) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದು. 
“S],=0 


* T, ಉ.ಖ ರ ಸಥಸಮಾಕರಣವು 
5S, ಎ 0 ಆಗಿದೆ. 
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P ಬಿಂದುವು 5-0 ಮೇಲೆಯೇ ಇದ್ದರೆ ೫? ಯಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕ, 
P ಯ ಸ್ಪರ್ಶಕಜ್ಯಾ, Pಯ ಧ್ರುವೀಯ ಎಲ್ಲವೂ ಸಂಗಮಿಸುತ್ತವೆ, ಇವೆಲ್ಲವುಗಳ 
ಸಮಾಕರಣವೂ 8, - 0 ಎಂದು ಗಮನಿಸಬೇಕು. ಧ್ರುನೀಯವು ಒಂದು 
ಸರಳರೇಖೆ ಎಂಬುದನ್ನೂ ಗಮನಿಸಬೇಕು. 

V P(x, y), Q(x ೫) ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳಾಗಿರಲಿ. 
ಅವು 8-0 ಯ ಮೇಲೆ ಇಲ್ಲವೆಂದು ಭಾವಿಸುತ್ತೇವೆ. PQ ಸರಳರೇಖೆಯು 


PL 
5-2-0 ಯನ್ನು 1., 1! ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ. TE A ಎಂದಿರಲಿ. ಆಗ 


ps A > _ 3) 
1, ಬಿಂದು ಸಸರ ೩ 10೬) ಆಗಿದೆ. ಇದು 5ಎ. 0 ಮೇಲಿರುವುದ 


೫3.1, ' ಗಿ. 

AX + X1 AY + Y ಠ್‌ 
ರಿಂದ, x= FEE y= pe ಎಂದು ಆ ಸಮಾಕರಣದಲ್ಲಿ ಆದೇಶಿಸ 
ಬೇಕು. ಆಗ್ಯ 

ಲ್ವ A2 -— ಈ 5:3 A ದ 1 ವ 0 (4.7) 
ಇದರ ಹೆಸರು ಜೋಕಿಮ್‌ ಸ್ಥಾಲನ ನಿಷ್ಪತ್ತಿಸಮಾಕರಣ. ಇದು ದಲ್ಲಿ 
ವರ್ಗ ಸಮಾಕರಣ. ಇದರ ಮೂಲಗಳು 
pl, PM 

A ಸ್ವಿ ಆದರೆ, To A MO ವಾಸ್ನಿ 


(0) L,M ಬಿಂದುಗಳು ಸಂಗಮಿಸಿದರೆ P್ಗ ವು 5ಎ0ಗೆ ಸ್ಪರ್ಶಕ 
ವಾಗುವುದು. ಇದರ ನಿಯಮ, 
ಗಿ ಎದ 4 (S|? 5/1, Sg) = 0 
P(x, 21) ನ್ನು ಸಿರ ಬಿಂದುವೆಂದೂ, ೧(೫, 22) ಮೇಲಿನ ನಿಯ 
ಮಾನುಸಾರ ಚರಬಿಂದುಷಂದೂ ಭಾವಿಸಿದರೆ, ೦ವಿನ ಪಥಸಮಾಕರಣವು 
52-- 55,520 ಅಥವಾ 5ಕ್ಕ =: ಇದು Pಯಿಂದ 5ಎ.0ಗೆ ಎಳೆದ 
ಒಂದು ಜೊತೆ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಒಟ್ಟು ಸಮಾಕರಣ. (4.8) 


(ಗಿ) P(x,Y) ಬಿಂದುLMನ ಮಧ್ಯಬಿಂದು, (ಆದ್ದರಿಂದ ಸ್ಲಿರಬಿಂದು) 
ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಇಂಥ ಜ್ಯಾ ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಏಕೈಕವಾಗಿದೆ. ೧ ಇದರ 
ಮೇಲೆ ಎಲ್ಲಿಯೇ ಇದ್ದರೂ, 

PL 


Le 
LE 1» MQ ಒ LP = PM 


adn he ಹಟೆಕೊಂಸೂಬೂ ಯೂ 
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ಗ್‌ೆ 
LQ MQ... 
ಕ್‌ ಟೋ PM ಸ್ಟ 
1.0 ರ ತ್ರ ತ] 
ಸ ಜಟ್‌ ಭು ಜಟ 
MQ ಟ್ಟಿ... ki AFA 2.8; 
SNM LT 5; ಟ್ಟು 
LM ಗ ಯ ಸ 
ಹ ಬ [882 ೪ 8% (4.9) 


Q(x, ೫2) ರ ಪಥ 8-8. ಇಂಥ ಸಮಾಕರಣ ಒಂದೇ 
ಒಂದು ಬರುವುದರಿಂದ ದತ್ತಬಿಂದು ಔ ಯಲ್ಲಿ ಅರ್ಧಿಸಲ್ಪಡುವ ಜ್ಯಾ ಏಕೈಕ 
ವಾಗಿರುವುದು. 


Pಯು 5ಎ0ಯ ಕೇಂದ್ರಬಿಂದುವಾದಾಗ ಇಂತಹ ಜ್ಯಾ ಏಕೈಕ 
ವಾಗಿರುವುದಿಲ್ಲ. ಠ”_ಯ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಮತ್ತು 8-0 ವಕ್ರರೇಖೆಯಿಂದ 
ಪರಿಮಿತವಾಗಿರುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಜಾ ವೂ ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ P ಯಲ್ಲಿ 
ಅರ್ಧಿಸಲ್ಪಡುವುದು. 


(೧) PQ ದ 1! ಗಳು ಒಳಗೂ ಹೊರಗೂ ಒಂದೇ ನಿಷ್ಪತ್ತಿಯಲ್ಲಿ 


೧೧ 


ಛೇದಿಸಲಿ. .”. 7 ಆ ಅಥವಾ (₹೦, ಎಟ 
x ತ NM 
“Ee THQ 
2 ಬ ಚ್‌ ಉ 
S120 


ಈಗ P(x, 31) ಸ್ಥಿರ ಬಿಂದುವಾಗಿ, ೧(೫, ೫) ಈ ನಿಯಮಾನುಸಾರ ಚರ 
ಬಿಂದುವಾದರೆ, ೧ ವಿನ ಪಥ 8, ಎ0 ಆಗುವುದು. ಇದು Pಯ ಧ್ರುನೀಯದ 
ಸಮಾಕರಣವೇ ಆಗಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ PLM ಛೇದಕದ ಮೇಲೆ, 0 ಬಿಂದುವನ್ನು 
(PQ, LM) = —1 ಎಂದು ಆರಿಸಿದರೆ, ಛೇದಕದ ವಿವಿಧ ಸ್ಥಾನಗಳಿಗೆ ೧ ವಿನ 
ಪಥ Pಯ ಧ್ರುವೀಯವಾಗಿದೆ. ಮತ್ತು, ೫ ಯ ಧ್ರುವೀಯೆವು PLM ಎಂಬ 
ಯಾವುದೇ ಛೇದಕವನ್ನು ೧ ನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸಿದರೆ, (PQ, LM) ಎ -- 1 ಎಂದಾಗು 
ವುದು. ಅವನ್ನು Pಯ ಹರಾತ್ಮಕ ಅನುವರ್ತಿ (harmonic conjugate) 
ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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4.5 ವೃತ್ತದ ವಿವಿಧ ರೇಖೆಗಳು 

€ ಎಣಿ .- )೨ .. 2 ಶ2ಗ್ರಿ ಸ. (2೧0 ವೃತ್ತವು ಒಂದಿನ ಪರಿಚ್ಛೇದದ 
ಎರಡನೆಯ ಘಾತದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮಾಕರಣದ ನಿಶೇಷರೂಸ. ಆದ್ದರಿಂದ 
ಈ ವೃತ್ತದ ವಿವಿಧ ರೇಖೆಗಳನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯ ಸೂತ್ರಗಳ ಪ್ರಕಾರ ಹೀಗೆ 
ಬರೆಯಬಹುದು. 


(1) ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ P(x, ೫»), Q(x, ೫?) ಬಿಂದುಗಳನ್ನು 
ಜೋಡಿಸುವ ಜ್ಯಾದ ಸಮಾಕರಣ. 
[೧೧ --೫೫] +X tx ೫ಬ (೧೮) 
-- [XX2 .-)೫,5-8(%--ಜ*ಐ) +80 +9) +] 
— 2 3-೫: FEN 3-೫) --/0% --೫?ಏ 
(2) P(x, y) ರಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮಾಕರಣ 
೫0೧ TIN 7.86% -- ೫ಬಿ .1/ (00 --೫ಬಐ) 3.€ಇ0 
(3) ಹೊರ ಬಿಂದು P(x, ೫) ರ ಸ್ಪರ್ಶಕಜ್ಯಾ ಮತ್ತು ಧ್ರುವೀಯಗಳು 
ಒಂದೇ ಆಗಿದೆ. P ಯು ಒಳಬಿಂದುವಾದಾಗ ಧ್ರುವೀಯ ಮಾತ್ರ ವಾಸ್ತವ 
ವಾಗಿರುವುದು. 8 ಯು ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವಾಗ ? ಯ ಸ್ಪರ್ಶಕಜ್ಯಾ, 
ಧ್ರುವೀಯ ಮತ್ತು ? ಯಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕ ಸಂಗಮಿಸುವುವು. 
xxi +9) +(x +x) ಲ್‌ ಲೀ ಲ್‌ ಚ್ಮ 
(4) ಹೊರಬಿಂದು P(x, ೫?) ರಿಂದ ಎಳೆದ ಒಂದು ಜೊತೆ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ 
ಒಟ್ಟು ಸಮಾಕರಣವು, 
(x+y +2gx+2fy+C) (x+y +2 + 2fy, +c) 
= [XX +m 7-86: ೫) --/0 -» -- € 
(5). BARN ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಾಗಿರುವ ಜ್ಯಾದ ಸಮಾಕರಣ, 
XXX - ೫) --/0 ೫ಬಿ. 
ಠ್‌ ಖೃತಿ-- ೫೨ 3-280/1 7-2/೫. -€ 
ವೃತ್ತದಲ್ಲಿ, ಅದರಂತೆಯೇ ಮುಂದೆ ಬರುವ ವಕ್ರ ರೇಖೆಗಳಲ್ಲಿ, ಇವೆಲ್ಲ 
ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನೂ ಸಡೆಯುವತ್ವಕೆಲವು ನಿಶಿಷ್ಟ ಮತ್ತು ಸುಲಭ ಕ್ರಮಗಳಿವೆ. 
ಒಂದಂ ಕ್ರಮವನ್ನು ಮಾತ್ರ ಇಲ್ಲಿ ವಿವರಿಸುತ್ತೇವೆ. 
52.0 ವಕ ರೇಖೆಯ ಒಂದು ಜ್ಯ LM ನ ನುಧ್ಯಬಿಂದು: Pp, ೫], ೫.) 


ಖ 
ಆಗಿರಲಿ. ಈ ಜ್ಯಾದ ಓಟ tn 0 ಎಂದಿದ್ದರೆ, ಇದರ ಸಮಾಕರಣ, 


೦" 51 


AP AT 
cos 0 sin 6 


Ag 


”. (rcosh -- ಬ, 51160 +y,) ಈ ಜ್ಧಾದ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಬಿಂದು. 
r= PL ಎಂದು ಆರಿಸಿದಾಗ, ಇದು 1 ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳಾಗುವುವು. 
ಅದು 8-0 ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ, 
a(rcosh +x) + 2h(rcosh+y)("sne+y) 
+b(rsnd—+y)+2g(rcosshd +x) -- 2/(7£110 -- ೫) 3 ೮ಷಾ0 
1? [0 ೦೦೫೫0 — 2/1 ೪111 0 cos +b «1/30 
+ 2r{(ax, -- 1) cos 0 + (hx, + by) sn 1] +S, ಎ0 
r ನಲ್ಲಿ ಇದೊಂದು ವರ್ಗಸಮಾಕರಣ. ಇದರ ಎರಡು ಮೂಲಗಳು 7, 
PL, PM ಗಳನ್ನು ನೀಡುವುವು. ಈಗPL = ರ, ..PL-+PM=0, 
rj+r=0 
(ax) + hyy)cos 0 + (hx, + by) sin 0 =0 
ಬೇಕಾದ ಸಮಾಕರಣ (LM) 
X— xy Ey 
—(hx|+by) axi+ hy 
(2: -- ೫) (೧( +hy)+(y-— y)thx,+by)=0 


ಉದಾಹರಣೆ 


1 Ix4my-+n=0Omು -ನಣಿ 8-26-2). ಇಳ0ಗೆ 
ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಿದ್ದರೆ ಸ್ಪರ್ಶಬಿಂದುವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಸ್ಪರ್ಶಬಿಂದು P(x, ೫) ಆಗಿದ್ದರೆ 
2 (೧೫-೯೫ 3--೫0%5--/1) --8%--/೫[7-€ಇಷಾ೦0 ಮತ್ತು 
Ix+my+n=0 ಇವೆರಡು ಸಮಾಕರಣಗಳೂ ಸರ್ವಸಮವಾಗಿವೆ. 


MEE MET AS ಶಾಸ 


1 m n 
Bi is, 
ಪ್ರತಿಯೊಂದೂ TT 
(gf =) MGS 


EET TE NET ETRE 


2 ax + ೩/0 3- 0) 0, 0-7) 1 ಇವುಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದು 
ಗಳ ಜೋಡಣೆಯ ಮೇಲೆ ವ್ಯಾಸವಾಗಿ ರಚಿಸಿದ ವೃತ್ತದ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳು (೫, ೫1). (೫, ೫2) ಎಂದಿದ್ದರೆ ಬೇಕಾದ ಸಮಾ 
ಕರಣವು, 

(೩ ೫% ಜು 7-0-೫0-೨೫ಬಿ ೯0 

xP XXX) IOS) ೫೫7-೫೩01) 
ax? + 2hxy + by: = 0 

ix+ my —1=0 ಇವುಗಳಲ್ಲಿ » ಯನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿದರೆ 


0 ೧. | ಕ [x | b I ಸ [x ತ 0 
ax? + 2hx ಟಾ ೫ ಸ ಧಾ 


(ma — 2him -- 130) x? + 2x(him — bl) +h =0 


RET bl) 
೨೭೬ 7-೫ “am — 2111 + bl 
b 
೫೫೩ ನ mE — 2him + bl 
ಇದೇ ರೀತಿ, 
2 (hl — am) 
MEME ER 
a 


NS Thm + bE 
ಭಿ ವೃತ್ತದ ಸಮಾಕರಣವು 
(x? —+ ¥2) (am? -- 2him 3-812) + 2 (111 — bl) x 
+2(h—amy+a+b=0 


3 ಅಭ್ಯಾಸ 3.1ರ 12ನೆಯ ಪ್ರಶ್ನೆ. 
೦A ವ್ಯಾಸವಾಗಿ ರಚಿಸಿದ ವೃತ್ತ 1, 1! ಗಳ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದು. 


ಈ ವೃತ್ತದ ಸಮಾಕರಣವು 
ಜಿ-೨0 
ಈಗ, ಉಣಿ + 2hxy -- by + ಸಿ. ೨ - ೧ಬ 0 
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(c,0) 


ಚಿತ್ರ 4.1 


"ಇದು ಸಿದ ಸ್ಥಿರಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ವೃತ್ತ ಮತ್ತು ದತ್ತ ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಛೇದನ 
ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. ಲಿ). 1M 
ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಸೇರಿವೆ. ೦) ಯ ಸಮಾಕರಣ ೫-0 ಎಂದಿರುವುದರಿಂದ ಮೇಲಿನ 
ಸಮಾಕರಣದಲ್ಲಿ x ಅಸವರ್ತನವಾಗುವಂತೆ ಸಿ ವನ್ನು ಆರಿಸಬೇಕು. ಸಿಎ ಗಿ 


. 0-2 120 - ರಡಿ -- ರೀಯ,ಜಾ 0 
೫ [0% + 2/1) -- bx + bc] ಎ0 
"(6 -- 8) 2/1) --ರೀಂ ಎ0 13! ನ ಸಮಾಕರಣ. 
4 (0,0 ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಜಿ +೫೩? =—0 ವೃತ್ತದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳಿಗೆ 
“ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳ ಪಾದಗಳ ಪಥವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
y=mx+ay/l+m ಇದು ದತ್ತ ವೃತ್ತದ ಒಂದು ಸ್ಪರ್ಶಕ. (0,0) 
| 
"ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಇದಕ್ಕೆಳೆದ ಲಂಬವು y= - ಅ ಆಗಿದೆ. ಈ ಸಮಾಕರಣ 
-ಗಳಲ್ಲಿ ೫: ನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿದರೆ, ಲಂಬಷಾದದ ಪಥಸಮಾಕರಣ ದೊರೆಯು 


ಟಾಸ್‌ ಎ) 
} 


Xx—a | (x -- a)? 
” A ಗ ಈ ಭರ್‌ 
(ತ y x] “| ಲೆ y* | 


+P) |ು| dP +] 


ವುದು. mM - 


5 x 4+y+6x+6y+9=0 ಮತ್ತು 
x+y ..2%--8/--5ಎಾ0 
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ಇವುಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಮತ್ತು ಸ 27130 
ಮೇಲೆ ಕೇಂದ್ರ ವಿರುವ ವ ತ್ತ್ವ ದ ಸಮಾಕರಣ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಅಂತಹ ಚ ವೃತ್ತ 
x+y 3. 6% 0 4-8-3) 2/-8)-5)0 
ಡಿ. 23-4೩) 9) 


FPL TES NE ಜ್ವಳ Ca 
ತೆ ತಿ 1 3-— 4A 
ಇದರ ಕೇಂದ್ರ (- 7% TF 


ಇದುx 3- 2) 1 2-0 ಮೇಲೆ ಇದೆ. 


4 2 (358) ak 
ಇಸ CAND 


ಪ ಕಾಡಿ ಸಿ68) 1-ಸಿಎ0 
6A = 10 
A= 
` ಬೇಕಾದ ವೃತ್ತ 8(x +) +28x 22) +2 =0 
4283 3. )॥ 31.14% --11) 1-1 ಎ0 
ತಾ 
6 x+y—4x46y+8=0 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಒಂದು ಚರಬಿಂದುವಿನ 
ಧ್ರುವೀಯಗಳು ೫ --)* 7-9 ವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸಿದರೆ ಚರಬಿಂದುವಿನ 
ಸಥವೇನು? 
P(x, y) ಅದರ ಒಂದು ಸ್ಥಾನವಾಗಿರಲಿ. ಅದರ ಧ್ರುವೀಯವು 
XX +) 2೫-೫2) 3-30--೫ಬ 7-80 
ಪ 8% ಜ್ಯ 3೫] -8 
ಷ್ಟ 2 ಇತಿ ತಾ ತಾತ 
ಇದು ಣಿ --)* = 9ರ ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 


ಗ 9 [ Xx] -- 2\3 
ಎ ಎತ EN | 

( ೫3 43 +2 ] 
" P(x, y) ರ ಪಥವು 

(2x— 3y— 8) ಎ. 9[(೫-- 2). 0 +3) 


a Re ili mae a a ach deka ci en, RS 


a hed 
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17 5ಎ 0ಗೆ P ಬಿಂದುವಿನ ಧ್ರುವೀಯ ಲ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ 
ಸಾಗಿದರೆ ೧ ನಿನ ಧ್ರುವೀಯ ?P ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

5 ಇ 4 32/2) -- 6)3 + 2gx +2f y 3- €ಷಾ೧0,. P(x), 
೧ (೫;, ೫) ಎಂದಿರಲಿ. Pಯ ಧ್ರುವೀಯ 5 ಎ0, ಇದು ೧ ಮೂಲಕ 

0 ವಿನ ಧ್ರುವೀಯ 5-0. ಇದು 8? ಮೂಲಕ ಸಾಗಿದರೆ, ಠೃ, ಎ0 
ಅಥವಾ ಠ್ಮ, ಎ0 ಆಗಬೇಕು. (1) ರಿಂದ ಇದು ಸತ್ಯವಾಗಿದೆ. 

[2 ಮತ್ತು ಲಿ ಗಳಂತಹ ಒಂದು ಜೊತೆ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು 8-0 ಗೆ ಅನುವರ್ತಿ 
ಬಿಂದುಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇಂತಹ ಜೊತೆಗಳು ಅಸಂಖ್ಯಾತವಾಗಿವೆ 
ಯೆಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟ. 

ಇದೇ ರೀತಿ 5ಎ.0ಗೆ / ಸರಳರೇಖೆಯ ಧ್ರುವ 1? ಸರಳರೇಖೆಯ 
ಮೇಲಿದ್ದರೆ, ೫ನ ಧ್ರುವ ! ಮೇಲಿದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಬಹುದು. ಇಂತಹ 
ಒಂದು ಜೊತೆ ಸರಳರೇಖೆಗಳನ್ನು 5-0 ಗೆ ಅನುವರ್ತಿ ರೇಖೆಗಳೆಂದು ಕರೆಯು 


ತ್ತೇವೆ. ಇಂತಹ ಜೊತೆಗಳು ಅಸಂಖ್ಯಾತವಾಗಿವೆಯೆಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟ. 


ಅಭ್ಯಾಸ 4.1 
1 ಈ ಕೆಳಗಿನ ವೃತ್ತಗಳೂ ಸರಳರೇಖೆಗಳೂ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತವೆ ಎಂದು 
ಸಾಧಿಸಿ; ಸ್ಪರ್ಶ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(a) x*+y°-+3y+2x=0 
3y + 2x =0 
(ಗ) x+y 2%: --6)-- 150 
3% --4)-- 10 ಎ0 
(೧) ಎಣಿ 3-೫೫ 3. 16% -- 14) -- 56 ಎ. 0 
5% 2) --45 ಇ 0 


2 43,42. 8(--3,5, ೮2, -- ) ತ್ರಿಕೋನದ ಪರಿವೃತ್ತವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


3 AEE LEONE, x ty kD 
ಸರಳರೇಖೆಗಳು ರಚಿಸುವ ತ್ರಿಭುಜದ ಪರಿವೃತ್ತವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

4 S=x+y+2ex+2fy+o=0Nಗ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ 
ಉದ್ದ 4 5 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
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5s ಒಂದು ಚರಬಿಂದುವಿರಿಂದ ೫-4೫ 4+4x+7 -1=0ಗೆ 
ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಉದ್ದವು x+y —Sx—6y+2=0N ಎಳೆದ 

ಸ್ಪರ್ಶಕದ 'ಉದ್ಡ ದ ಎರಡರಸ್ಟಿ ದ್ದರೆ ಆ ಬಿಂದುವಿನ ಪಥವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

6 x +y+2gx+2fy+c=0 ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದು 
ಗಳಿಂದ ಜಿ -- 42x +2fy+%c,=0 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ 
ಉದ್ದ ೪/0, - ಆ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 

7 x+y =a ಕ್ಸ ಒಂದು ಸ್ಪರ್ಶಕವನ್ನೂ x+y = bh ಕೈ ಒಂದು 
ರ್ಶಕವನ್ನೂ ಇವು ಪರಸ್ಥ ರ ಲಂಬವಾಗಿರುವಂತೆ ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. ಈ ಸ್ಪರ್ಶಕ 

ಛೇದನ ಬಂದು ನೆಥ ೫೩ .. ) ಎ. 03.8೫ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

8 78, 0 ಗಳು ಒಂದು ವೃತ್ತದ ಎರಡು ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ; ೫, ಛಿಗಳು 
ರ್ಶಬಿಂದುಗಳು. AB ವ್ಯಾಸವು PQ ಜ್ಯಾಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿದೆ; CD 
ವ್ಯಾಸವು ಇದಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆ. ಸAೌ, ೦ ಗಳು ೮0 ಯನ್ನು ಔ, 5ಗಳಲ್ಲಿ 
ಸಂಧಿಸುವುವು. “RT = §T ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 

9 A,B, Cಗಳುಮೂರುಸಿ ರಬಿಂದುಗಳು. PA?-+-PB:-+ ಹ ದ್ಯ 
ಆಗಿರುವಂತೆ P ಚರಬಿಂದು ಚಲಿಸುವುದು. ? ಯ ಪಥ ಒಂದು ವೃತ್ತವೆಂದೂ 
ಅದರ ಕೇಂದ್ರ ಗಿ&ಿ8ಲಿ ಯ ಗುರುತ್ವ ಕೇಂದ್ರವೆಂದೂ ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

10 ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ೫ + ೫ ax +2) --25 ಇ0ಗೆ ಎಳೆದ 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ಪರಸ್ಥ ರ ಲಂಬವಾಗಿದ್ದ ರೈೂಯ ಬೆಲೆಯೆಷ್ಟು 9) 

11 ax+tbpytcr=0O,r=l,2,3 ಪಾ ರಚಿಸುವ 
ತ್ರಿಭುಜದ ಪರಿವೃತ್ತ 


ಮ 
ಇು 
ಗಳ 


ಸ್ಯ 


a ದ್ಯಾ ಶ್ಮಿತಿ ೧? ದ್ಯಾ b> a 4 b> 
[41 [4 [oP 
| ಕ್ಕಿ ಗಿ ಗ್ಕಿ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


(ಸೂಚನೆ: ಈ ವೃತ್ತದ ಸಾಮಾನ್ಯರೂಪ 
LiL; + ALL, ks A =0, Li=ax+hy+c=0 
ಇತ್ಯಾದಿ, ಎಂದಿರಬೇಕು, ಇಲ್ಲಿ ಸ, ೬ ಗಳನ್ನು ಯುಕ್ತವಾಗಿ ಆರಿಸಬೇಕು. 
ಈ ನಿಯಮಗಳು 
A(a203 — Db) + ಒ(೧ೃ೧] — bby) + aa, — b0, =0 
A (ab, + bag) + (ash, + bay) + ab, + bya, =0 


ba ddd dam a FPR 


ಅಲ್ಲದೆ, 
A wu | 
Ma ee 
ಶಾ ಸ್ಯಾ, 
A, ೬ ಗಳನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿ ಮುಂದುವರಿಸಿ] 
12 0,2 + by + Cr =0, ೫ ಇರ 74 3 ಡೆ 
ರಚಿಸುವ ಚತುರ್ಭುಜ ಚಕ್ರೀಯವಾಗಿದ್ದರೆ, 


a ib, 4 a4 | ‘ay 1h 


bp, b| |0ಗ, 0 


= () 


13 xcos0+ysind—p=0 ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆಯಲ್ಲಿ 0 ವ್ಯತ್ಯಾಸ 
ಗೊಂಡಂತೆ, ಜಿ +) + 280 +2fy + 00 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಅದರ ಧ್ರುವವು 
03 [(2: -- 873 ++) (8x+fy+0 ಎಂಬ ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು 
ಚಿತ್ರಿಸುವುದು ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


14 x+y 2 +2fy+c=0 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ex + fH+c=0Mಯ 
ಧ್ರುವ ೫ ಬಿಂದು; [೫+ += 0ಯ ಧ್ರುವ ೦ ಬಿಂದು. PQ ನಿನ 
ಉದ್ದ ಮತ್ತು ಓಟಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


15 S=0 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ 7, 0೮ ಗಳು ಒಂದು ಜೊತೆ ಅನುವರ್ತಿ ಬಿಂದು 
ಗಳು. ಅವುಗಳ ಧ್ರುನೀಯಗಳು ೫ ನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುವು. ?೦ವು ಔನ 
ಧ್ರುವೀಯವೆಂದೂ ಔ ಬಿಂದು 7೦ ನಿನ ಧ್ರುವವೆಂದೂ ಸಾಧಿಸಿರಿ. (APQR ನಲ್ಲಿ 
ಪ್ರತಿಭುಜವೂ ಅದರ ಎದುರು ಶೃಂಗದ ಧ್ರುನೀಯವೂ ಪ್ರತಿಶ್ಚಂಗವೂ ಅದರ 
ಎದುರು ಭುಜದ ಧ್ರುವವೂ ಆಗಿದೆ. ಇಂತಹ ತ್ರಿಭುಜವನ್ನು ಆ ವೃತ್ತಕ್ಕೆ 
ಸ್ವಾನುವರ್ತಿ ತ್ರಿಭುಜವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ.) 


16 S=—0 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ 17೫1 ಗಳು ಒಂದು ಜೊತೆ ಅನುವರ್ತಿ ಸರಳ 
ರೇಖೆಗಳು. ಅವುಗಳ ಧ್ರುವಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ರೇಖೆ ಗ ಆಗಿದೆ. 1 ರೇಖೆಯು 
(71 ಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದುವಿನ ಧ್ರುವೀಯವೆಂದೂ, ಆ ಬಿಂದು 1 ನ ಧ್ರುವವೆಂದೂ 
ಸಾಧಿಸಿರಿ (1 71, ೧ ರಚಿಸುವ ತ್ರಿಭುಜದಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿ ಭುಜವೂ ಎದುರು ಶೃಂಗದ 
ಧ್ರುವೀಯ ಮತ್ತು ಪ್ರತಿ ಶೃಂಗವೂ ಎದುರು ಭುಜದ ಧ್ರುವ. ಇಂತಹ ತ್ರಿಭುಜ 
ವನ್ನು, ಹಿಂದಿನಂತೆ, ಆ ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಸ್ವಾನುವರ್ತಿ ತ್ರಿಭುಜವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ). 

17 11 ನೆಯ ಪ್ರಶ್ನೆಯಲ್ಲಿನ ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರವು ೫-ಅಕ್ಸದ 
ಮೇಲಿದ್ದರೆ, 
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॥ 
ಎ 


Agi — ರಿಶಿ; a4) — bb, 114% — Db; 

gb + ab, ಲಲ +a 45h, 7೧ a:b; 

bay ¥ bpp bc + bec hc, + bc, 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


4.6 ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳು 
=x™+y+2gx+2fy+c=0 
S=x+y+2gx+2fy+c=0 
ಇವು ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳು. ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಇವು ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿ 
ಸುತ್ತವೆ. 


1 ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನ-- ಈ ವೃತ್ತಗಳು ೫. 0 ಬಿಂದು 
ಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ. 8%, PT’ ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ ೫ ಯಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು. 
471871 ನ್ನು ವೃತ್ತಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


(1೪೮ = PAPO IEE AE 
ಅದೇ ರೀತಿ, / T' PC = 37-60 


LCPC' =n —20+60=n—60 
CC’ = ೮೫8 + C'P: — 2CP.C'P. cos CPC’ 
Ey 
= ತಿ ್ಲ/ಸ3ಿ cg FOC +2rr.cosh 


c+ —2gg --2//' Ag re 0 
2rr’ SM 


cos 0 = 


ನೋಟ ಜೇ ಜಡ್‌; 


ಜಾತ dca (ಟಕ ಒಡಿ ಸಟಟ ಪಚ ಯಾ ೧ 


ಕ ಟ್‌ ೪೪ ಆತ 
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11 AF ಲೀ — 288' -- 1) ಆದಕೆ 6 ವು ವಾಸ್ತವವಾಗಿದೆ. 
ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ವೃತ್ತಗಳು ವಾಸ್ತವ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುವುವು. 


ಚಿತ್ರ 4.3 


277. =e +c — 22g — 28?" ಆದರೆ 06-0. ಈಗ ವೃತ್ತಗಳು 
ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತವೆ. ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ CC' ನ -+' ಅಥವಾ, CC =r ಜಳ 
rr <etec—2gg --2//' ಆದಕೆ ಕ್ಕೆ ವಾಸ್ತವ ಬೆಲೆಯಿಲ್ಲ. 
ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ವೃತ್ತಗಳು ಛೇದಿಸುವುದಿಲ್ಲ. 


bo 


111 ಇನ್ನೂ ಒಂದು ವಿಶೇಷ ಸರಿಸ್ಥಿ ತಿಯಿದೆ. =z ಆಹರ 


೦೦50 ಎ0. .. 288' +2ff' =e’ ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ವೃತ್ತಗಳು 
ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುತ್ತವೆ ಎನ್ನುತ್ತೇವೆ. ಛೇದನ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಒಂದು ವೃತ್ತಕ್ಕೆ 


ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕವು ಆ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಇನ್ನೊಂದರ ತ್ರಿಜ್ಯವಾಗು 
ವುದು. ಇಂಥ ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಒಂದು ಜೊತೆ ಲಂಬವೃತ್ತಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ 
S Ss‘ 
(1) 5-20, S'=0 ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳು. ಅ ಡ್‌ 0 ವೃತ್ತಗಳು 
(7,1' ಅವುಗಳ ತ್ರಿಜ್ಯಗಳು) ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವುವು ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
ಇ ಹಾಟ) -28/--2/೫--ಂಇ0 
ದ್ರ" ಜಾ ೫0 2. )3 1. ಶ್ರೂ 4. 2/11 ೮ ಇ 0 ಎಂದಿರಲಿ. 


SETS ಆಗಿ FIZ 40) 
+r(x®+y+2gx-+2f'y+cC)=0 


ಡು 2 5 
#-y (gk ಆ 58% 


2% 
2 + ಎಮಿ ನ, 
+r +r’ A 


cr’ 4 c'r 
“Err” 
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ಈ ವೃತ್ತಗಳು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸಲು ಪಾಲಿಸಬೇಕಾದ ನಿಯಮ, 


26೫1 —g) 28 = Fr) ೧0 11081 CECT 
ry ka r 3 y3 rr r—r 
ಅಂದರೆ, 28 +7೨ (8% +8 9] = (cr + C7)" =r) 
+ (er —cr)(r" +r) =z? — RK 
ಅಂದರೆ, “(6 +P) APF) 
ಅಂದರೆ, 137'3 ೨ /'1?2 ಎ. 0 ಇದು ಸತ್ಯವಾಗಿದೆ 


(2) ೫.೫.22, ಜ2/ಗ್ಗ೫-೧[ಇಾ0 ಮತ್ತು 
೫೫-34-2೫ .-2/ 2) 3-7 ಧ್ಯಣಾ0 
ಇವೆಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ವೃ ತ್ತಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಆ ವೃತ್ತ 231.3 20% .-2/) -. (0 ಎಂದಿರಲಿ. ಇದು ಎರಡು 

ವೃತ್ತಗಳನ್ನೂ ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವುದರಿಂದ, 

22೭8 +28fi-c—c=0 

2804 + 2f f= 0— ಔಣ 0, 

28% +2fYy4+c+x+y=0 
ಇವುಗಳಲ್ಲಿ 28, 2/ಗಳನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿದರೆ, 


ದಾ ಕ್ಯೆ |=0 


ಅಲದೆ 
[eo] 


0 
ು 
(2 


ಹಾ ಚ ರ Cy 


€ --2ಜಿ 


— C 82 


A ಇಸ 
Pe ಟ್‌ 


ಇಲ್ಲಿ ೭ ಗೆ ಯಾವ ಜಿಲೆಯನ್ನು ಬೇಕಾದರೂ ಕೊಡಬಹುದು. 


4.7 ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಸs -0 ವೃತ 


Pp ಎನ್ನುವುದು ಒಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. c ಯು ವೃತ್ತ 


ಲವ 


೫ ಶ್ರ =) 
ಕಚ 
£2 J 


ತ್ರದ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ 
ದ ಕೇಂದ್ರ, r ತ್ರಿಜ್ಯ 


ವಾದರೆ, 0?*-: ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು 58-0 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ £ ಯ ಶಕ್ತಿ ಎಂದು 


ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. Pಯು ವ ತ್ಮದ 


ಕ್ರ 


ಒಳಗೆ | 
ಮೇಲೆ 
ಹೊರಗೆ | 
ಔೌಯುಟ್ಟ, ೫) ಆಗಿದ್ದರೆ, ಲ 13 ಎನೋ 

ಅಲ್ಲದೆ ್ಥP ಯು ವೃತ್ತದ ಹೊರಗಿರುವಾಗ, ೮873 = 772, PTಯು 
P ಯಿಂದ ವೃತ್ತಕ್ಕೆಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕ. .. 87 5, 

52.0, 5'ಎ.0 ಎನ್ನುವ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. ಈ ವೃತ್ತ 
ಗಳಿಗೆ P (x, );) ಬಿಂದುವಿನ ಶಕ್ತಿಗಳು ಕ್ರ, ಮತ್ತು 57. ಇವು ಸಮಾನ 
ವಾಗಿದ್ದರೆ, ಇ ಜ್ಯ 

ಅಂದರೆ, 268 -8) x0 +2(¥f-—f 0) ಸಂರ ಛೆ =0 
. Pಯ ನಥ (ಈ ನಿಯಮದ ಪ್ರಕಾರ) 
BEANS fC €('-*0 


ಇದ್ದರೆ CP? —r1 <0 
ಎ > 


ಆ ದ್‌ 


ಇದೊಂದು ಸರಳರೇಖೆ. ಇದರ ಓಟ ಎಇ -- (2 ; 


fie 
ವತ 2. 15 ಕೋಶಕೊು ಒಟ ಜನಕೆ 
ಯು ತು ‘ ge 
ಈ ಎರಡೂ ಓಟಿಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧ --1 ಆಗಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ Pಯ ಪಥ 


ಕೇಂದ್ರಕೇಖೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆ. 


P ಯ ಪಥವನ್ನು ದತ್ತವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಸ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಅದರ ಗುಣಗಳು ಹೀಗಿವೆ 

(1) ಮೂಲಾಕ್ಷವು ಕೇಂದ್ರರೇಖೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಸರಳರೇಖೆ. 

(2) ಮೂಲಾಕ್ಬದ ರೂಪ 5--9'ಎ. 0, ಆದ್ದರಿಂದ ಇದು ವೃತ್ತಗಳ 
ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಸರಳಕೇಖೆ. ವೃತ್ತಗಳು ಛೇದಿಸಿದರೆ 
(ಅಥವಾ ಸ್ಪರ್ಶಿಸಿದರೆ) ಮೂಲಾಕ್ಸವು ಅವುಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಜ್ಯಾ (ಅಥವಾ ಸ್ಪರ್ಶ 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸ್ಪರ್ಶಕ); ಛೇದಿಸದೇ ಇದ್ದರೆ ಮೂಲಾಕ್ಸವು 
ವಾಸ್ತವವಾಗಿಯೇ ಇರುವುದು. ಆದರೆ ಯಾವ ವೃತ್ತವನ್ನೂ ಇದು ಛೇದಿಸು 
ವುದಿಲ್ಲ ಅಥವಾ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುದಿಲ್ಲ. 

(3) ಮೂಲಾಕ್ಟದ ಮೇಲೆ ವೃತ್ತಗಳ ಹೊರಗಿನ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ 
(5); = S’,; ಆಗಿರುವುದರಿಂದ) ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ಸಮಾನನಾಗಿರು 
ವುವು. ಆದ್ದರಿಂದ ಮೂಲಾಕ್ಸದ ಸಾಮಾನ್ಯ ವ್ಯಾಖ್ಯೆ : «ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ 
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ಸಮಾನಶಕ್ತಿಗಳಿರುವಂತೆ ಚಲಿಸುವ ಬಿಂದುವಿನ ಸಥ ಆ ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಸ.'' 
ಇದರ ವಿಶೇಷ ವಾಖ್ಯೆ : ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ಸಮಾನ 
ವಾಗಿರುವಂತೆ ಚಲಿಸುವ ಬಿಂದುವಿನ ಸಥ ಆ ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷ..'' 

(4) ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಎಲ್ಲ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳೆನ್ನೂ ಮೂಲಾಕ್ಸವು 
ಸಮದ್ವಿಭಾಗಿಸುವುದು. 

(5) ವಿಕರೇಖಸ ಕೇಂದ್ರಗಳಿಲ್ಲದಿರುವ ಮೂರು ವೃತ್ತಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದೊಂದು 
ಸಲ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳಂತೆ ಆರಿಸಿಕೊಂಡರೆ ಅವುಗಳಿಂದ ದೊರೆಯುವ ಮೂರು 
ಮೂಲಾಕ್ಷಗಳು ಏಕಬಿಂದುಸ್ಥ ವಾಗುವುವು. ಈ ಬಿಂದುವನ್ನು ಆ ವೃತ್ತಗಳ 
ಮೂಲಾಕ್ಸ ಕೇಂದ್ರವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 

5-0, 5'70, 5-0 ಆ ವೃತ್ತಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, ಅವುಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷಗಳು 
ಕ್ರಮವಾಗಿ, [| ಹಾ5 --5' ಎ0, ಶಶ. ಹಾಈ'-- 5” 0೮, ತಸ ಹಾ9”--5-0, 
1 1-17-1 ಎಾರಿ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಈ ಮೂಲಾಕ್ಷಗಳು ಏಕಬಿಂದುಸ್ಥ 
ವಾಗಿವೆ. ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಮೂಲಾಕ್ಷಗಳ ಭೇದನಬಿಂದು ಮೂಲಾಕ್ಷ 
ಕೇಂದ್ರ. 

(6) ಮೂಲಾಕ್ಷ ಕೇಂದ್ರದಿಂದ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕ 
ಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಸಮಾನವಾಗಿವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಈ ಬಿಂದು ಕೇಂದ್ರವಾಗಿ, ಇಂತಹ 
ಒಂದು ಸ್ಪರ್ಶಕ ತ್ರಿಜ್ಯವಾಗಿ ಬಿಡಿಸಿದ ವೃತ್ತ ಮೂರು ವೃತ್ತಗಳನ್ನೂ ಲಂಬವಾಗಿ 
ಛೇದಿಸುವುದು. 

(7) ಒಂದು ವೃತ್ತವು ಇನ್ನೊಂದು ವೃತ್ತ ಪರಿಧಿಯನ್ನು ಸಮದ್ವಿ 
ಭಾಗಿಸಿದರೆ ಅವುಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಸವು ಎರಡನೆಯದರ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ 
ಸಾಗುವುದು. 


4.8 ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಸರಳರೂಪ-- 
S 


ಎರಡು ಸಾಮಾನ್ಯ ವೃತ್ತಗಳಾಗಿರಲಿ. L=5S-—S’'—0 ಅವುಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಟ್ರ 
ವಾಗಿರಲಿ. €೮' ಕೇಂದ್ರರೇಖೆಯಾಗಿರಲಿ. CC' ನ್ನು 1 7-0 ಲಂಬವಾಗಿ 
ಛೇದಿಸುವುದೆಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. ಈ ಛೇದನ ಬಿಂದು ೫ ಎಂದಿರಲಿ. 


ಮೊದಲು ೮೮' (ಕೇಂದ್ರರೇಖೆ) ಯನ್ನು ಅಕ್ಬವೆಂದು ಆರಿಸೋಣ. 
ಆಗ-f=-—f'=0. 


§ 


ss And Scena 
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ಅಮೇಲೆ, ನ್ನು ಮೂಲಬಿಂದು, ಮೂಲಾಕ ಕ್ಸವನ್ನು )-ಅಕ್ಸವೆಂದು 
ಆರಿಸೋಣ. 


ಆಗನ-೧ಗೆNನ ಶಕ್ತಿ =e; 5'ಎ0ಗೆ ೫ನ ಶಕ್ತಿಂ. 1 ಬಿಂದು 
ಮೂಲಾಕ್ಷ ದ ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ, ಈ ಶಕ್ತಿಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಸಮಾನವಾಗಿರ 
ಚ ಬ ಜ್ಯಾ 


.. N ಮೂಲಬಿಂದುವಾಗಿ, ೮೮' ೫-ಅಕ್ಬವಾಗಿ ಇರುವಾಗ ಈ ವೃತ್ತಗಳ 


4.9 ವೃತ್ತಗಳ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಮೇಲಿನ ಭಾವನೆಯನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯೀಕರಿಸಿ 

ಹೀಗೆ ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ : 
SN ES I 

ಎನ್ನುವ ವೃತ್ತಗಳ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯನ್ನು ಸರಿಶೀಲಿಸಿ. .ಇಲ್ಲಿ£ ಮಾತ್ರ ವ್ಯತ್ಯಾಸ 
ಗೊಳ್ಳುವುದು. ಮ ವೃತ್ತಗಳ ಗುಣಗಳು 

(1) ಕೇಂದ್ರಗಳು ಏಕರೇಖಸ್ಥವಾಗಿವೆ (೫-ಅಕ್ಸದ ಮೇಲೆ). 

(2) ಯಾವುದೇ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷ ಒಂದು ಸ್ಥಿರ ಸರಳ 
ಕೀಖೆಯಾಗಿದೆ /;-ಅಕ ಕ್ಟ. 

ಇಂತಹ ವ ವೃತ್ತ ಗಳ ವ್ಯ ವಸೆ ಯನ್ನು ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವ್ಯ ವಸ್ಥೆ (System of 
Coaxal Circles) ಎ ಕಳೆಯುತೆ. ತ್ಲೇವೆ. ಇಡಾ 3 ವಸ್ಥೆಯ ಸುಲಭ 
ಸಮಾಕರಣವನ್ನು * +) + 2Ax +೭ = 0 ಎಂದು ತತ ತ್ಲೇವೆ. ಇಲ್ಲಿ 
€ ಹಸಿರ ಸಂಖ್ಯೆ. ಸಿವು ವ್ಯತ್ಯಾ ಸಗೊಂಡಂತೆ ನಮಗೆ ಈ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಸಯ ಎಲ್ಲ 
ವೃತ್ತಗಳೂ ದೊರೆಯುವುವು. 

ಠೃ ನಾಜಿ ಸ ತೆ 23% 7- (ರಿ ಎನ್ನುವ ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷವ್ಯವಸ್ಥೆ 
ಯನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. 


1 ಇದರ ಕೇಂದ್ರ (-- ೩,0), ತ್ರಿಜ ಸಿಂ 


(1) A ಆಗಿರುವಂತಹ ಸಿ ದ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂನ, - 0 ಊಹಾಜನ್ಯ 
ವಾಗಿರುವುದು. 
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(೧) 287 ಆಗಿರುವಾಗ ತ್ರಿಜ್ಯವು ಶೂನ್ಯವಾಗುವುದು. ಈ ಸಂದರ್ಭ 
ದಲ್ಲಿ ಕೈ 0, (3: ೪/€,0) ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿರುವ ಎರಡು ಬಿಂದುವೃತ್ತಗಳನ್ನು 
ನೀಡುವುದು. ಆದ್ದರಿಂದ ಈ ಬಿಂದುವೃತ್ತಗಳು ನ್ನ 0 ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ : 
ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ವಿಕೃತ ರೂಪಗಳು. (>) 

(3) ಸಿ ಆಗಿರುವಾಗ, ಸಿದ ವಿನಿಧ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ವಿವಿಧ 
ವೃತ್ತಗಳು ಲಭಿಸುವುವು. 


11 ಇನ್ನು ಈ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಮತ್ತು ಇದರ ಮೂಲಾಕ್ಸದ ಛೇದನವನ್ನು 
ಪರಿಶೀಲಿಸೋಣ. ಅವುಗಳ ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿದರೆ, ೫ +c=0 
ದೊರೆಯುವುದು. 


y= +4/-—c 


4 1) c<0 ಬರೆ 'ವ್ಯವಸ್ಥೆಯು ಮೂಲಾಕ್ಸವನ್ನು (0, + 2-0 
ಎನ್ನುವ ಎರಡು ವಾಸ್ತವ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುವುದು.£] ಇವುಗಳನ್ನು ಸ. 8 
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' ಎಂದು ಕರೆದರೆ, ಪ್ರತಿಯೊಂದು ವೃತ್ತವೂ A,B ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ 

ಕ ಸಾಗುವುದು. ಇಲ್ಲಿ AB (ಮೂಲಾಕ್ಷ ಕವ ಅವುಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯಜ್ಯಾ ಆಗಿದೆ. 

ಇಂತಹ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಯನ್ನು ಛೇದಕ ವ್ಯ ವಸ್ಥೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 

| (2) €=ಂ ಆಗಿದ್ದರೆ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯು ಮೂಲಾಕ್ಸವನ್ನು ಮೂಲಬಿಂದು 

` ವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುದು. ಮೂಲಾಕ್ಸ ಅವುಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗುವುದು. 
ಇಂತಹ ವ್ಯ ವಸ್ಥೆ ಯನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಕ ವ್ಯ ವಸ್ಥೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 

(3) e>0 ಆಗಿದೆ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯು ಮೂಲಾಕ್ಸನವನ್ನು ಛೇದಿಸುವುದಿಲ್ಲ. 


ಇಂತಹ ವ್ಯ ವಸ್ಥೆ ಯನ್ನು ಛೇದಿಸ ಜೆ ಅಥವಾ ಅಛೀದಕ ನ್ಯ ಸ್ಥೆ ಎಂದು ಕರೆಯು 
ತ್ಕೇವೆ. 


111 A>c, 02.0 ಸಂದರ್ಭವನ್ನು ಸರಿಶೀಲಿಸಿ. S, =0 
ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ಒಂದು ಅಛೇದಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. ಇದರಲ್ಲಿ 


Y 


fa 


ಚಿತ್ರ 4.6 


' (4/6, 0) ಗಳಲ್ಲಿರುವ ಬಿಂದು ವೃತ್ತಗಳೂ ಸೇರಿವೆ ಎಂದು ನಮಗೆ ಗೊತ್ತಿದೆ. 
' ಈ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು 1,1' ಎಂದು en, 5, = 0 ಇದರ ಕೇಂದ್ರ 

(--,0), ತ್ರಿಜ್ಯ ಸ ಆದ್ದರಿಂದ ಸಿದ ನಿಜಬೆಲೆ ಏರಿದಂತೆ ಅಂದರೆ 
ಕೇಂದ್ರವು೦ ನಿಂದ ಎಡಕ್ಕೆ ಅಥವಾ ಬಲಕ್ಕೆ ದೂರ ದೂರ ಸರಿದಂತೆ 1/38 «(ಯ 
ಬೆಲೆ ಏರುತ್ತ ಹೋಗುವುದು, ಪರಿಣಾಮವಾಗಿ ವೃತ್ತದ ಗಾತ್ರ ದೊಡ್ಡದಾಗುತ್ತ 
ಹೋಗುವುದು. ಈ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯಲ್ಲಿನ ಯಾವ ನೃತ್ತಗಳೂ 'ಸರಸ್ಪ್ರರ ಛೇದಿಸು 

' ವುದಿಲ್ಲ ಎಂದೂ ನಮಗೆ ತಿಳಿದಿದೆ. ಏಕೆಂದರೆ, ಯಾವುದೇ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳು 
ಹಿ, 8ಯಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಿದರೆ, ಡ8ಯು ಅವುಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಸವಾಗುವುದು. ಇದು 
ದತ್ತ ನಿಯಮಕ್ಕೆ ವಿರೋಧವಾಗಿದೆ. 

3 
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(1) |1| ೨0 ಎಂದಿರಲಿ. ತ್ರಿಜ್ಯ ಇ/--€. ಈ ವೃತ್ತ ಊಹಾ 
ಜನ್ಯವಾಗಿದೆ. 

(2) || ೬೦೬ ತ್ರಿಜ್ಯ 2/38 ( 7೨/1335-60. ಈ ವೃತ್ತವೂ 
ಊಹಾಜನ್ಯವಾಗಿದೆ. 

(3) |3| ೯.೦೬. 1,1'ನಲ್ಲಿರುವ ಬಿಂದು ವೃತ್ತಗಳು ದೊರೆಯು 


ವುವು. 

(4) |೬| ೨೦೬. ತ್ರಿಜ್ಯ = ಸಿಡಿ ಮ ನಗೆ AOL ಈ ವೃತ್ತ 
ವಾಸ್ತವಿಕವಾಗಿದೆ. 

ಆದ್ದರಿಂದ 11... ವಲಯದಲ್ಲಿ ಈ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಯ ಯಾವ ವೃತ್ತದ 
ಕೇಂದ್ರವೂ ಇರುವುದಿಲ್ಲ. ಕೇಂದ್ರಗಳು L ಮತ್ತು 1 ನಿಂದ ಬಲಗಡೆಗೂ, 
1' ಮತ್ತು 1' ನಿಂದ ಎಡಗಡೆಗೂ ಸೀಮಿತವಾಗಿವೆ. 

ಅಥವಾ, ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಯ ಕೇಂದ್ರಗಳು -ಅಕ್ಸದ ಮೇಲೆ ಬಲಗಡೆಯಿಂದ 
ಮೂಲಬಿಂದುವಿನೆಡೆಗೆ ಬರುತ್ತಿದ್ದಂತೆ L ನಲ್ಲಿ ನಿಲ್ಲಬೇಕಾಗುವುದು; ಇದೇ ರೀತಿ 
ಎಡಗಡೆಯಿಂದ ಬರುತ್ತಿದ್ದಂತೆ 1' ನಲ್ಲಿ ನಿಲ್ಲಬೇಕಾಗುವುದು. 

ಆದ್ದರಿಂದ, 1', 1 ಗಳನ್ನು ಅಛೇದಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಪರಮಾವಧಿ ಬಿಂದು 
ಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇವು ಈ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಕನಿಷ್ಕ ವೃತ್ತಗಳು. ಸ್ಪರ್ಶಕ 
ವ್ಯವಸ್ಥೆಯಲ್ಲಿ ಪರಮಾವಧಿ ಬಿಂದುಗಳು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸಂಗಮಿಸುವುವು. 
ಛೇದಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯಲ್ಲಿ ಇವು ಊಹಾಜನ್ಯ. 


4.10 ಲಂಬ ಸಹಮೂಲಾಕ್ಟ, ವ್ಯವಸ್ಥೆ-- 
S\=x+y+2Ax+c=0 ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ವೃತ್ತವನ್ನೂ x+y + 2gx+2fy+k=0 ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸ ಲಿ. ಆಗ್ಕ 
26% +2f(0—=c¥+k, ಇದು ಸ ದ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಸತ್ಯವಾಗ 
ಬೇಕು. 
8 ಸಾಧ್ಯ 0. k=O 
.. ಹೊಸ ವೃತ್ತವು 23 4. )೫--2/) - € ಇ 0 ಆಗುವುದು. ಇಲ್ಲಿ 
/ನ ಮೇಲೆ ಯಾವ ನಿಯಮವೂ ಇಲ್ಲದಿರುವುದರಿಂದ ಇದೊಂದು ಹೊಸ 
ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಯನ್ನು (f ವ್ಯತ್ಯಾಸಗೊಂಡಂತೆ) ಸೂಚಿಸುವುದೆಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. 
ಈ ವ್ಯವಸ್ಥೆ 


Maddie nn ೈ್‌ೈ್‌ ೈ್‌ 
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ದ್ಚ್ಪ ತಾಡಿ -.)3-- 2) 0. ಎಂದಿರಲಿ. ಇದೂ ಒಂದು 
ಸಹಮೂಲಾಕ್ಸ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಎಂದು ಸುಲಭವಾಗಿ ತಿಳಿಯುವುದು. ಇದರ ಮೂಲಾಕ್ಷ 
೫-ಅಕ್ಬವಾಗಿರುವುದು; ಕೇಂದ್ರ ರೇಖೆ )-ಅಕ್ಸ. 

(1) ಶೈ 0, $= 0 ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿವೆ. ಒಂದರ ಕೇಂದ್ರ 
ರೇಖೆ ಇನ್ನೊಂದರ ಮೂಲಾಕ್ಟ. 

(2) €>0 ಆಗಿರುವಾಗ ಠೃ 0 ಅಭಛೇದಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ; 0 
ಛೇದಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆ. ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ 1, 1' ಗಳ ಮೂಲಕ ತ = 0 ಸಾಗುವು 
ದೆಂದು ಸುಲಭವಾಗಿ ತಾಳಿತು. KL, ಈ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಯ ಸಾಮಾನ್ಯ 
ಜ್ಯಾ. ಆದ್ದರಿಂದ ಒಂದು ವ್ಯ ವಸ್ಥೆಯ ಸರಮಾವಧಿ ಬಿಂದುಗಳ ಮೂ 
ಸಾಗುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ವೃತ್ತ ಹ ಆ ಈ ವಸೆ ಸಯನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವುದು. 

(3) €—=0 ಆಗಿರುವಾಗ 8-0 ದಂತೆಯೇ ಗ್‌ ಸಹ ವಕೂಲ 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಯಾಗುವುದು. 


(4) €<0 ಆಗಿರುವಾಗ ಠೃ =0A,B(0, --31/--0೧ ಬಿಂದು 
ಗಳ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದೆಂದು ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. ಇವು ಈಗ ನ್ವ 0 ನ ವಸ್ದೆಯ 
ಪರಮಾವಧಿ ಬಿಂದುಗಳಾಗುವುವು; ಠೃ 0 ಅಛೇದಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಯಾಗಿದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ 
(1). S=x-+y+2gx+2fy+c=0 
Sx ty Lexy hE 

ಎನ್ನುವ ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. 8-5'-0,ಸಿದ ಎಲ್ಲ ಸ್ಥಿರ ಜಿಲೆ 
ಗಳಿಗೂ ದತ್ತವೃತ್ತಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ವೃತ್ತಗಳ 
ವ್ಯವಸ್ಥೆಯನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. ಆದ್ದರಿಂದ $+ 8'=0 ದತ್ತವೃತ್ತಗಳು 
ನಿರ್ಧರಿಸುವ ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಸಾಮಾನ್ಯಸಮಾಕರಣ. 3 ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ 
ಪರಮಾವಧಿ ಬಿಂದುಗಳು 


Ry pe) (ಕ ಅ 
KAA 1 +A Uk 
73173 .- (288' +2ff'—c—c)A+r=0 


(1, 1' ಆ ವೃತ್ತಗಳ ತ್ರಿಜ್ಯಗಳು). ವೃತ್ತಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನ 1 ಎಂದಿದ್ದಕ್ಕೆ 
(ಸರಿಚ್ಛೆ €ದ ಜಿ 6) 


27/' ೦ 0ಎ 0-0 —2gg --2//' 


ಸ್ಸ್‌ 
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1೫ )2೨2/77' cos0A+r=0 


rr’ 0086 ಓ 1/13/'* (00536 — 1) 


ಕ A 772 


x 


ee e+ 
| 
ಆದ್ದರಿಂದ ಈ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಪರಮಾವಧಿ ಬಿಂದುಗಳ. 
S-+ — e೬10 S' —0 ಅಥವಾ. 
rS+ret#s’—0 
(2) ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನ 8. ಅವುಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ 


ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಉದ್ದ / ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಯಗಳ ಉದ್ದ 7,1' ಎಂದಿದ್ದರೆ, 


f= 2rr'(1 4 0050) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


Bed (r—ry=g +g" ಪೀ 034/3 —2ff" 
ಶಾ 2 ಅ ಗೇ 2 ಡಚಾ ಯಾ ಹಾ 0 ₹0.4 

= 2rr' — 2gg' —2ff' + c+ coc’ =2rr' + 2rr' cos 6 

= 277'(1 + cos 6) 
ವೃತ್ತಗಳು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸಿದರೆ, 13 = 2೯೯' 
ಮ ವೃತ್ತಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ಸ್ಥಿರವೃತ್ತವಾಗಿದ್ದು, ಥಿ ಸ್ಥಿರ ಕೋನವಾಗಿದ್ದಕ್ಕೆ, 
t= 2rr' (1 + cos 6) 
ಹಾ 2/'(1 3. ೦೦೪0) . / ಎಸಿ 


ಒಂದು ದತ್ತವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಥಿರ ಕೋನದಲ್ಲಿ.ಛೇದಿಸುವ ವೃತ್ತಗಳ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯನ್ನು 
ಈ ಸಮಾಕರಣ ನೀಡುವುದು. 


ಆ ರ್ಟ ಲ್‌ Ee ೆ 
= ಸ ಎಕ್‌ 
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(3) €=0 ವೃತ್ತ 8-0, 8" -0 ವೃತ್ತಗಳನ್ನು 0,6' ಕೋನ 
ಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುವುದು. ಹಾಗಾದರೆ ೮ಎ 0ಯು 8/'0080' - S'r cos 0 = 0 
ಯನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವುಡೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ (1,:' ಆಯಾ ವೃತ್ತಗಳ 
ತ್ರಿಜ್ಯಗಳು). 

C=90 ಕೇಂದ್ರವನ್ನು ಮೂಲಬಿಂದುನೆಂದೂ ಇದರ ಮತ್ತು 8-0 
ಕೇಂದ್ರಗಳನ್ನು ಜೋಡಿಸುವ ರೇಖೆಯನ್ನು x-ಅಕ್ಸವೆಂದೂ ತೆಗೆದು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ. 

“Cex +py—aG=0 
S=x*+y-+2Ax4-c=0, ತ್ರಿಜ್ಯ VA—c=r 
S’'=x™+y4t2gx+2fyp+k=0, ತ್ರಿಜ್ಯ Ve +f k=r 
OA:=—=a 4-13--2010060 
=0T |. /3ಮ 0-12 


"201 ೦೦6 0 ಎ 0 - a? 


ಇದೇ ಪ್ರಕಾರ, 207' 006 0' ಎ | —a. ೮ ಎಾ0ಯು 5--/5' ಇ0ನ್ನು 
ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸಲಿ. 
ಆ | (5' ಹಾ ೫೫೩ .- ೫% 213/4. (5-೬ [2೨ 3. )೩ -28%/ -2/೫-- k]=0 


2(A- ug) 2fp c+pk 
aT Ts 
c+ pk 
ಈ 3 ಮಾ () 
. ಬೇಕಾದ ನಿಯಮ, ೧+ PN 
0a —c ೫೩೦1 ೦೦೪ 0 


201' cos 6” 
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ಬೇಕಾದ ವೃತ್ತವು Sr’ 028 0 — S'rcos# =0 
(4) ಒಂದು ದತ್ತ ಸಹಮೂಲಾಕ್ಸವ್ಯವಸ್ಥೆಗೆ ಒಂದು ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನ 
ಧ್ರುನೀಯಗಳು ಏಕಬಿಂದುಸ್ಥವಾಗಿವೆ. 
ಆ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಯು x4) 42Ax4+೭=0 ಎಂದೂ ದತ್ತ ಬಿಂದುವು 
P(x,,y)) ಎಂದೂ ಇರಲಿ. ಔಯ ಧ್ರುವೀಯವು 
2 5-೨೫] ಸಚಿ (ಜತ ಬ) ರ-0೫ಾ0 
ಅಥವಾ, (xx, --) + 0) + A(x+x)=0 (1) 
ಸಿ ಬದಲಾದಂತೆ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ವಿವಿಧ ವೃತ್ತಗಳು ದೊರೆಯುವುವು. ಆಗ (1) 
ಸಮಾಕರಣವು 
2೧7-2೫೫, +e=0 | 
Xx-+-xy=0 
ಎಂಬ ಎರಡು ಸ್ಥಿರ ಸರಳಕೇಖೆಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ 
ಜತಿ 


ಸರಳಕೇಖೆಯನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. ಈ ಸ್ಥಿರಬಿಂದು [- 1. 5ನ 5 


ಹ? 

ಆಗಿದೆ. 

ಇದನ್ನು ೧ ಎಂದು ಕರೆದರೆ 80 ವಿನ ಮಧ್ಯಬಿಂದು ಮೂಲಾಕ್ಟದ 
ಮೇಲಿದೆಯೆಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟ. 70 ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ವ್ಯಾಸವಾಗಿ ರಚಿಸಿದ ವೃತ್ತ 
L, 1' ಗಳ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದೆಂಬುದೂ ಸ್ಪಷ್ಟ. | 

(5) ಸಹಮೂಲಾಕ್ಸ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಯಾವುದೇ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳ 
ಸ ಸ್ಪರೃಕದ ಸ್ಪರೃಬಿಂದುಗಳೂ, ಪರಮಾವಧಿ ಬಿಂದುಗಳೂ ಚಕ್ರೀಯ 
ವಾಗಿವಿ. 


A 
B C 


ಚಿತ್ರ 4,9 
ಸಾಮಾನ್ಯಸ್ಪರ್ಶಕ AB ಯು ಮೂಲಾಕ್ಸವನ್ನು € ಯಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸಿದರೆ, 
೮೫ - CA. ಆದಕ್ಕೆ ೮1 ಇ ೦% ಇ ೮೫8. 
. (೬8 ಎಷ್ಟ. ಇದೇ ರೀತಿ ಬ ಸಿ೩8 ಶ್ಯ. 
. ALL’ 8 ಚಕ್ರೀಯವಾಗಿವೆ. 


dea SS i da hd 
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(6) P,Q ಗಳುS =0 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಒಂದು ಜೊತೆ ಅನುವರ್ಶಿ ಬಿಂದು 
ಗಳು. PQ ವ್ಯಾಸವಾಗಿರುವ ವೃತ್ತವು S=0 ಯನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವು 
 ಡೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

5 ಹಾಣಿ ..)*3 (ಎ0 ಎಂದಿರಲಿ. 
೦8 ಯನ್ನು ೫-ಅಕ್ಬವೆಂದು ಆರಿಸೋಣ. 
Pಯ ಧ್ರುವೀಯವು ೫%, --03 0. ಇದು 


೪ p ಐ 
ಜ a 
»-ಅಕ್ಬಕ್ಕೆ ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಕ 
ದೂರದಲ್ಲಿ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವ ಸರಳ ಚಿತ್ರ 4.10 
ರೇಖೆ. ಇದು OP ಯನ್ನು P' ನಲ್ಲಿ 
೪ a> a2 
ಸಂಧಿಸಿದರೆ, OP’ = ಗಾ ಕ್‌ ಬ ಟಟ 0 ಇಟಿ 


P,P’ ಗಳನ್ನು ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಒಂದು ಜೊತೆ ಪ್ರತಿಲೋಮ ಬಿಂದುಗಳೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನ ಧ್ರುವೀಯವು, ಆ ಬಿಂದುವಿನ 
ಪ್ರತಿಲೋಮಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಕೇಂದ್ರವನ್ನು ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿಗೆ ಜೋಡಿಸುವ ರೇಖೆಗೆ 
ಎಳೆದ ಲಂಬವಾಗಿದೆ. ಪ್ರಶ್ನೆಯ ಪ್ರಕಾರ ೦ ಬಿಂದು ಈ ಧ್ರುವೀಯದ ಮೇಲಿದೆ. 
7೦ ವ್ಯಾಸವಾಗಿರುವ ವೃತ್ತ ?' ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದು. 

ಈಗ, ೦೫.೦೫॥' ಎ 08 ಆದರೆ ಇದು ೦ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಈ ವೃತ್ತಕ್ಕೆಳೆದ 
ಸ್ಪರ್ಶಕದ ವರ್ಗ. .. ಈ ವೃತ್ತಗಳು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವುವು. 


(7 ಸಹ ಮೂಲಾಕ್ಟ, ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ವೃತ್ತಕ್ಕೂ ಪರಮಾವಧಿ 
ಬಿಂದುಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಪ್ರತಿಲೋಮ ಬಿಂದುಗಳಾಗಿವೆ. 
2ಡಿ 1. )2 ೫. ೮60 ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಪರಮಾವಧಿ ಬಿಂದುಗಳು 
L, 1 ' ಎಂದಿರಲಿ. ಒಂದು ವಿಶಿಷ್ಟ ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ ೮ ಎಂದಿರಲಿ. ಆಗ 
L=(wc, 0), L' = (—4/c,0), C=(—A,0), ತ್ರಿಜ್ಯ =AA—c 
ಆಗಿವೆ. 
CL CL ಸ ಸ VSNL Ac (ತ್ರಿಜ್ಯ)? 


(8) ಮೂರು ದತ್ತವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ವೃತ್ತವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

5-0 ವೃತ್ತವನ್ನು 5'--0 ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸಲಿ. ೦? ಎನ್ನುವ 
ಒಂದು ಛೇದಕವು. $'-0 ಯನ್ನು ಪುನಃ 8'ನಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ. ಆಗ 
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೦೫.೦೫ ಎ, (570, ತ್ರಿಜ್ಯದ ವರ್ಗ). 
". ೫' ಬಿಂದು $ಎ0ಗೆ Pಯ ಪ್ರತಿರೋಮ 
ಬಿಂದುವಾಗಿದೆ. .. Pಯ ಧ್ರುವೀಯ ೦೫ಗೆ 
P'ನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬ. ಅದು 8'-0 ಯನ್ನು 
Pಯ ವ್ಯಾಸೀಯ ನಿರೋಧ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಸಂಧಿಸುವುದು. ಆದ್ದರಿಂದ ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳು 
ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸಿದಾಗ, ಒಂದು ವೃತ್ತಕ್ಕೆ 
ಇನ್ನೊಂದರ ಮೇಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಿನ 
ಧ್ರುನೀಯವು ಆ ಬಿಂದುವಿನ ವ್ಯಾಸೀಯ ವಿರೋಧ ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ 
ಸಾಗುವುದು. ಈ ಗುಣವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿಕೊಂಡು ಪ್ರಸಕ್ತ ಪ್ರಶ್ನೆಯನ್ನು 
ಬಿಡಿಸುತ್ತೇವೆ. 6 
ದತ್ತವೃತ್ತಗಳು, S=x+y+2gx+2fy+c=0 
S=x-+y+2gx4+2f y4c=0 
ಆವಾಹನ ಖ್‌ ಸಾಹಾ *8ಿತ? he 
ಎಂದಿರಲಿ. ೫, );) ಇವು ಮೂರನ್ನೂ ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ವೃತ್ತದ 
ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. ಆಗ ಈ ಮೂರು ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ Pಯ 
ಧ್ರುವೀಯಗಳು ಏಕಬಿಂದುಸ್ಥ ವಾಗಬೇಕು. 
ಎ ೫೫7-2೫1 7-8(%--ಜ)--/0-೫2-ಂಇಾಾ0 
ಅಥವಾ x(x, 3-8) 3-೫0 +f) 8೩1. ೫3-60 

ಇತ್ಯಾದಿ, ಏಕಬಿಂದುಸ್ಥ ವಾಗಬೇಕು. ಇದರ ನಿಯಮ ಈ ಮೂರು ಸಮಾಕರಣ 
ಗಳಿಂದ x, ) ಗಳನ್ನು (ವಿಸರ್ಜಿಸಿ ದೊರೆಯುವ ನಿರ್ಧಾರಕ. .. ಔಯ ಪಥವು 


೫ 1 ೫೪ 8೫--/೫-- 6 ಹಾಲ 
ಬ ಪಗ್‌ ATT ES 
ಸರ ಈತ ತತ ಚ 
ಅಥವಾ, | *x4+£g y4f rr |=0 
EN 
I he SE 
(9) ಎರಡು ದತ್ತ ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳನ್ನು ಎಳೆಯುವ 
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ಎರಡು ವಿಧದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಒಂದು ಜೊತೆಯನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಎಳೆಯ 
ಬಹುದು. ಚಿತ್ರದಿಂದ ತಿಳಿಯುವಂತೆ, 


Ke Te 

5, 8" ಬಿಂದುಗಳು €€' ಎನ್ನುವ ಕೇಂದ್ರರೇಖೆಯನ್ನು ಹೊರಗೂ 
ಒಳಗೂ ವೃತ್ತಗಳ ತ್ರಿಜ್ಯಗಳ ನಿಷ್ಪತ್ತಿಯಲ್ಲಿ ವಿಭಾಗಿಸುವುವು. ಆದ್ದರಿಂದ 5,8' 
ಸ್ಥಿರಬಿಂದುಗಳು. ಇವುಗಳನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಬಹುದು. ಆದ್ದರಿಂದ ಬೇಕಾದ 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳನ್ನು ಎಳೆಯಬಹುದು. 8,8" ಗಳನ್ನು ದತ್ತ ವೃತ್ತಗಳ ಸಾದೃಶ್ಯ 
ಕೇಂದ್ರಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಕೆ 

ದತ್ತ ವೃತ್ತಗಳು ೮0 ಹಾಚಿ ತ)3 ೨/8 0 
Cex ty 20%. (ಸಿಎ 0 

ಎಂದಿರಲಿ. ಇವುಗಳ ಕೇಂದ್ರಗಳು €(0,0), ಮತ್ತು €'(೭,0) ಆಗಿವೆ. 
ತ್ರಿಜ್ಯಗಳು 7.1?” ಆಗಿವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಸಾದೃಶ್ಯ ಕೇಂದ್ರಗಳು 


ಕಂ 5 (5 0) « ಎ 
(ಸಾ ) ಸರಕ್‌ ರ್‌ 


SS,, = 52 ಎಂಬ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಪ್ರಯೋಗಿಸಿ ದತ್ತ ವೃತ್ತಗಳ ಎರಡು ಜೊತೆ 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳನ್ನೂ ಬರೆಯಬಹುದು. ಸೂತ್ರ (4.8) 
ಈಗ 58' ಮೇಲೆ ವ್ಯಾಸವಾಗಿ ಎಳೆದ ವೃತ್ತವು 


(x 4 IE ) 3,0 ಆಧಿಕೆ 
A ತ ಫಾಗತ ಸತ 


` 2/2 2c? 
ದು ಆ ಮಜವೂ 0 ಹನ 
ಪಡ್‌) ತ್ಮಾ | ಜ್‌ ಕಸಿ 


ಈಗ ಲಿ 0, ಲಿ'.. 0 ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಸ್ಷವು 
0 ೨. ೮' ಜ.2 13 ಔ-(!'ಡಎ0 
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0೮ಜಾ0, Z=0 ವೃತ್ತಗಳ ಮೂಲಾಕ್ಷವು 
(೨ 2೫ಣಾ20%-- 13 0-30 
, ೮,೮' ಮತ್ತು 2೫, ಒಂದು ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ್ನ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಯಲ್ಲಿರುವ 


ವೃತ್ತಗಳು. 


ಅಭ್ಯಾಸ 4.2 
1 x+y x+3y+3=0 
x+y +8x-—6y-—3=0 
ಇವು ರಚಿಸುವ ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ, ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಯನ್ನು ಮತ್ತು ಅದರ ಪರಮಾವಧಿ 
ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


2 ೨ಜಿ. )3 4 2%-.17) 4-20 

x4+y+71x+6y+11l=0 

218 2. )೩ ೨ ೫-22) 4-3 ಎ0 
ಇವುಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ವೃತ್ತವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


3 ಡಿ ತ )38 2 2 4) .-1 ಎ0 * 
2x42) 3. 6% 8) --3ಎ0 
x+y 2x4+6y-—3=0 
ಇವುಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ವೃತ್ತವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


4. x+y 2. 65 4-6) 1-7 0 ಇದನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ 
ಮತ್ತು ಕೇಂದ್ರವು (3,4) ಆಗಿರುವ ವೃತ್ತವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


5 ಜಿ. )3ಎಾ90 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ (3. 4) ಬಿಂದುವಿನ ಪ್ರತಿರೋಮ ಬಿಂದು 
ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ; ಮತ್ತು (3,4) ರ ಧ್ರುವೀಯವು ಈ ಪ್ರಶಿಲೋಮ 
ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದೆಂದು ತಾಳೆ ನೋಡಿರಿ. 

6 2-3). 2೬ಆರೂತಿ 1ಎ 0 ವೃತ್ತಕ್ಕೆ A(3,2) ಮತ್ತು 8 
(3, -- 6) ಒಂದು ಜೊತೆ ಅನುವರ್ತಿ ಬಿಂದುಗಳು. ಸಿ, 8 ಗಳು ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ರಚಿಸುವ 
ABC ಎನ್ನುವ ಸ್ವಾನುವರ್ತಿತ್ರಿಭುಜವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. (ಸೂಚನೆ: 
A,B ಬಿಂದುಗಳ ಧ್ರುನೀಯಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದು ಲು. ನಸಸಔB೦ಲಯ ಪರಿವೃತ್ತ 
ದತ್ತ ವೃತ್ತವನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವುದೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


7 ೫ )3-.. 2ಸ-2- ಮ) ೨೨0, ಸಜ ಗಳ ವಿವಿಧ ಸಿರ ಬೆಲೆ 
ಗಳಿಗೆ ಇದು ಒಂದು ವೃತ್ತ, ವ್ಯವಸ್ಥೆಯನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. ಈ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಯನ್ನು 


CE ST ್ಟ 


ತಾ ಹಬ್‌ ad ca Sad 
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ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ಒಂದು ವೃತ್ತನಿರುವುದಾದರೆ, AA+Bu-+-Cv + 2-0 
(ಗಿ. 8,೮, ೫ ಗಳು ಸ್ಥಿರಗುಣಕಗಳು) ಈ ನಿಯಮವು ತಾಳೆಯಾಗುವುದು ಎಂದು 
ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
೪8. x+y 2gxt2hiy+c=0 
NY EN 
x+y + 2gNT2fYy +0 
ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವ ವೃತ್ತದ ಸಮಾಕರಣವು 


XE} ಬ y | = 
NE ಟೇ ಆ 
ದ್‌ ಲಾ 8 ಟೆ == 
ಹ 0ಕ .-.038.. ಬಳ್ಳೆ ೬! 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
9 xR 2227-2೭ ೪7೫೪00 
x+y 2gxt+2fYy+-C=0 
ವೃತ್ತಗಳು ಸ್ಪರ್ತಿಸುವುದಾದರೆ, 
Qe EC ಸ್ಲಾಂ ಕ — ಆ =e) 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
10 x+y +2Ax+c=0 
x+y+2uyp-c=0 


ಣೆ ESE ಡು ; 
ವೃತ್ತಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಜ್ಯಾದ ಉದ್ದ 2 kf pe ) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
11. (4,1), (೮,4) ಗಳು ಪರಮಾವಧಿ ಬಿಂದುಗಳಾಗಿರುವ ಸಹಮೂಲಾಕ್ಟ 
ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಸಮಾಕರಣ 
(ಚಿ ಸ )3 4.2. ೩2/2») (1. ) 3. 28೭4 - 2/% -- 08 _- ಶೌ 
+A(2gc+2fd+-CE4+d)=0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
12 x+y 3. 20%--2/) ೮,0 ಒಂದು ವೃತ್ತನಾಗಿರುವ 
ಒಂದು ಸಹಮೂಲಾಕ್ಸ ವ ವಸ್ಥೆಯ ಒಂದು ಪರಮಾವಧಿ ಬಿಂದು ಮೂಲ 
ಬಿಂದುವಾಗಿದ್ದರೆ ಆ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯೆ ಲಂಬ ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಸಮಾಕರಣವು 
(x24 )(g+uf)+ec(x-+uy)=0 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


; ಬೀಜರೇಖಾಗಣಿತ 


13 ಒಂದು ವೃತ್ತವು ಒಂದು ಸಹಮೂಲಾಕ್ಟ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಯ ಯಾವುದೇ 
ಎರಡು ವೃತ್ತಗಳನ್ನು ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸಿದರೆ ಅದು ಆ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಎಲ್ಲ ವೃತ್ತ 
ಗಳನ್ನೂ ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವುದೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

14 (ಜಬ 18-2-2383 ೬21 .)84-2%4-5) 0 
ರ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಪರಮಾವಧಿ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಒಂಬು (1,2) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
ಇನ್ನೊಂದು ಸರಮಾವಧಿ ಬಿಂದುವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

15 (8 3-1) (೫ +) ಅ.24 ವೃತ್ತವು 

0% 3-8) 3.೦ ಇಾ0 ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ರಚಿಸುವ ರೇಖಾಂತರದ 
ಮೇಲೆ ವ್ಯಾಸವಾಗಿ ರಚಿಸಿದ ವೃತ್ತದ ಸಮಾಕರಣವು 
(a? + 0) (೧. )ಖ) 3-2 (0% -- 2%) 0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

16, 1 2. )8 3 20/41. (ಎ0 ಇದೊಂದು ಸಹಮೂಲಾಕ್ಟ ವ್ಯವಸ್ಥೆ. 
ಇಲ್ಲಿ A ವ್ಯತ್ಯಾಸಗೊಳ್ಳುವುದು, ಯು ಸಿರವಾಗಿದೆ. ಈ ವ್ಯವಸ್ಥೆಗೆ y= 8 
ಎನ್ನುವ ಸರಳರೇಖೆಯ ಧ್ರುವದ ಸಥ ಸಮಿಾಾಕರಣವು = ೧) +೭ ಎಂದು 
ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

17 ಮೇಲಿನ ವ್ಯವಸ್ಥೆಗೆ Ix + my +n =0 ಸರಳರೇಖೆಯ ಧ್ರುವಗಳ 
ಪಥವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

18 $=0,5' =0ವೃತ್ತಗಳು8 ಕೋನದಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುವುವು. 5--58'--0 
ಇವು ರಚಿಸುವ ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವ್ಯವಸ್ಥೆ. ಈ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಕನಿಷ್ಠ ವೃತ್ತ 
r(r-+r’ cos 6) 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


19 ಒಂದು ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಮೂರು ವೃತ್ತಗಳ ಕೇಂದ್ರಗಳು 
A, B,C ಆಗಿವೆ. ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿಠಿಂದ ಅವುಗಳಿಗೆ ಎಳೆದ 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಉದ್ದ ty, 1. ಗ ಆಗಿವೆ. ೫೮ . (3 + ೮& . (3 + ಸಿ೫8. (ತ ಎ0 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

20 ನಾಲ್ಕು ಸ್ಥಿರವೃತ್ತಗಳಿಗೆ ಒಂದು ಸ್ಥಿರಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕ 
ಗಳ ಉದ್ದ ಗಳ ಎಂದಿದ್ದರೆ, At? + Bt? +Ct? + Df: + E=0 
ಎಂಬ ಸಂಬಂಧವಿದೆ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

21 2೫1 .. )3 20% 4. 2/) 3-೦೫0 ಮತ್ತು ಮೂಲಬಿಂದುವು 
ಪರಮಾವಧಿ ಬಿಂದುವಾಗಿ ರಚನೆಯಾಗುವ ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಯ 
ಇನ್ನೊಂದು ಪರಮಾವಧಿ ಬಿಂದು | 


ನೃತ್ತ 1? 


— ge —fc 
(spr 
22 ™4+p-—2x-4y—4=0 ಮತ್ತು 
x3 ತ 2383-10: 3- 12) 345 ಎ0 
ವೃತ್ತಗಳಿಗೆ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು8 : 4 ನಿಷ್ಪತ್ತಿಯಲ್ಲಿದ್ದರೆ, 
ಆ ಬಿಂದುವಿನ ಪಥವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ' 


) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


23 ಣಿ 3. )8-- 14% --6)--330 ಮತ್ತು 
x+y -4+30x—2yp+1=0 
ವೃತ್ತಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಐದನೆಯ ಅಧ್ಯಾಯ 
ಶಂಕುಜಗಳು 


5.1 ಶಂಕುಜಗಳು--ಒಂದು ವೃತ್ತವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡು, ಕೇಂದ್ರ 
ದಲ್ಲಿ ಅದರ ಸಮತಲಕ್ಕೆ, ಒಂದು ಲಂಬವನ್ನೆಳೆಯಬೇಕು. ಈ ಲಂಬದ 
ಮೇಲೆ ಒಂದು ಬಿಂದುವನ್ನು ಆರಿಸಿ 
ಕೊಂಡು (೪) ಅದನ್ನು ವೃತ್ತಸರಿಧಿಗೆ 
(5) ಜೋಡಿಸಿದರೆ ದೊರೆಯುವ ಘನಾ 
ಕೃತಿಗೆ ಲಂಬವೃತ್ತೀಯ ಶಂಕು ಎಂದು 
ಹೆಸರು. ಈ ಆಕೃತಿಯನ್ನು ಇನ್ನು 
ಮುಂದೆ ಸಂಕ್ಸೇಸವಾಗಿ ಶಂಕು ಎಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ವೃತ್ತ 5ನ್ನು ತಳ 
ವೆಂದೂ, ಲಂಬ. ೮ ಯನ್ನು ಅಕ್ಷ 
ವೆಂದೂ, . ಬಿಂದು ಳ ಯನ್ನು ಶೈಂಗ 
ವೆಂದೂ, ಶೃಂಗವನ್ನು ತಳದ ಪರಿಧಿಯ 

ಚಿತ್ರ 5.1 ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬಿಂದುವಿಗೆ ಜೋಡಿಸುವ 
ಸರಳರೇಖೆಗಳನ್ನು ಜನಕ ರೇಖೆಗಳು (ಸರಳವಾಗಿ ಜನಕಗಳು) ಎಂದೂ ಕರೆಯು 
ತ್ಕೇವೆ. ಜನಕಕ್ಕೂ ಅಕ್ಬಕ್ಕೂ ನಡುವೆಯಿರುವ ಸ್ಥಿರ ಕೋನವನ್ನು (4) ಶೃಂಗಾರ್ಧ 
ಕೋನವೆಂದೂ, ಅಕ್ಸದ ಉದ್ದವನ್ನು (೫೮) ಶಂಕುವಿನ ಎತ್ತರವೆಂದೂ 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 

ರೂಢಿಯಲ್ಲಿ ಶಂಕು ಶೃಂಗದಿಂದ ತಳದವರೆಗೆ ಮಾತ್ರ ವ್ಯಾಪಿಸಿರುವ 
ಘನಾಕೃತಿಯಾಗಿ ಕಂಡರೂ, ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರದಲ್ಲಿ ಜನಕಗಳನ್ನು ಅಖಂಡವಾಗಿ 


ಕ ad a ded 


ಶಂಕುಜಗಳ* 79 


ಚಿತ್ರ 5.4 


ನಿಸ್ತರಿಸುತ್ತೇವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಒಂದು ಶಂಕು ಅದರ ಶೃಂಗವನ್ನು ಕುರಿತು 
ಸಮಾಂಗವಾಗಿದೆ. ಈಗ ಶೃಂಗ, ಅಕ್ಸ ಮತ್ತು ಶೃಂಗಾರ್ಧಕೋನ ದತ್ತವಾದಾಗ 
ಶಂಕು ಪೂರ್ಣವಾಗಿ ದೊರೆತಂತಾಯಿತು ಎಂದು ಹೇಳಬಹುದು. 


ಇಂತಹ ಒಂದು ಪೂರ್ಣಶೆಂಕುವನ್ನು ಒಂದು ಸಮತಲವು ಛೇದಿಸಲಿ. 
ಛೇದನವಾದಲ್ಲಿ ದೊರೆಯುವ ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು ಶಂಕುನಿನ ಸಮತಲ ಛೇದನ 
ಅಥವಾ ಸಂಕ್ಷೇಪವಾಗಿ ಶಂಕುಚ್ಛೇದ ಅಥವಾ ಶಂಕುಜವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಶಂಕುಜಗಳೆಲ್ಲವೂ ಸಮತಲ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳೆಂದು ಗಮನಿಸಬೇಕು. 


ಸಮತಲವು ಅಕ್ಸದೊಡನೆ ಮಾಡುವ ಕೋನವನ್ನು ಅನುಸರಿಸಿ ಶಂಕುಜ 
ಗಳು ವಿವಿಧ ರೂಪಗಳನ್ನು ಸಡೆಯುವುವು. ಈ ಕೋನ (<3) ಎಂದಿರಲಿ. 


(1) 8 -ಾತ್ರ ಆದಾಗ ಸಮತಲವೂ ಅಕ್ಸವೂ ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬನಾಗಿರು 
ವುವು. ಈಗ ದೊರೆಯುವ ಶಂಕುಜ ಒಂದು ವೃತ್ತ. ಇದು ತಳವೃತ್ತಕ್ಕೆ 
ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿದೆ. 


(2) ನ> ಆಗಿರುವಾಗ ಒಂದು ಪೂರ್ಣ ಮುಚ್ಚಿರುವ ಅಖಂಡ ವಕ್ರ 
ರೇಖೆಯು ದೊರೆಯುವುದು. ಇದನ್ನು ದೀರ್ಥವೃತ್ತ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇನೆ 
($,, ಚಿತ್ರ 5.2. 


80 ಬೀಜರೇಖಾಗಣಿತ 


(3) 0 ೫-೬ ಆಗಿರುವಾಗ ಮುಚ್ಚೆರದ ಒಂದು ಅನಂತ ಫಕ್ರರೇಖೆಯು 
ಜೊರೆಯುವುದು. ಇದನ್ನು ಪೆರಾಬೊಲಾ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ (ಕೃ, ಚಿತ್ರ 5.3). 


(4) 0 ಆ «4 ಆಗಿರುವಾಗ ಸಮತಲವು ಶಂಕುವಿನ ಎರಡು ಪಾರ್ಶ್ವ 
ಗಳನ್ನೂ ಛೇದಿಸುವುದು. ಮತ್ತು ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಭಾಗದಲ್ಲಿಯೂ ಒಂದೊಂದು 
ಮುಚ್ಚಿರದ, ಪರಸ್ಪರ ಸಮಾಂಗವಾಗಿರುವ ಎರಡು ಅನಂತ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳನ್ನು 
ರಚಿಸುವುದು. ಇವೆರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ ಒಟ್ಟು ಹೆಸರು ಹೈಸರ್ಬೊಲಾ 
(ನ, ಚಿತ್ರ 5.4). 

ಕೆಲವು ವಿಶೇಷ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ಜೊತೆ ಸರಳರೇಖೆಗಳೂ, ಒಂದು 
ಜೊತೆ ಬಿಂದುಗಳೂ ದೊರೆಯುವುದಿದೆ. 


ಸಮಗ್ರವಾಗಿ ಈ ಎಲ್ಲ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳಿಗೂ ಶಂಕುಜಗಳೆಂದು ಹೆಸರಿದ್ದರೂ 
ರೂಢಿಯಲ್ಲಿ ದೀರ್ಥವೃತ್ತ, ಸೆರಾಬೊಲಾ, ಹೈಸರ್ಬೊಲಾಗಳನ್ನು ಮಾತ್ರ 
ಈ ಹೆಸರಿನಿಂದ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


5.2 ನಾಭೀಚಾಲಕಗುಣ- ನಾಭಿ ಅನ್ನು ವುದು ಒಂದು ಸ್ಥಿರ 
ಬಿಂದು, 5. ಚಾಲಕ ಅನ್ನುವುದು (ನಾಭಿಯ ಮೂಲಕ ಸಾಗದು ಒಂದು ಸ್ಲಿರ 
ಸರಳರೇಖೆ, ೫ ಯು ಒಂದು ಚರಬಿಂದು, (5, /ಗಳ ಸಮತಲದಲ್ಲಿದೆ). 

PM ನ್ನು 1ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. 


೩ 4 SP 
ಕ್ಸ್‌ (ಒಂದು ಸ್ಥಿರಾಂಕ) ಆಗಿರು 
ಸ 5 ವಂತೆ ೫ ಯು ಚಲಿಸಿದರೆ ಅದು ರೇಖಿಸುವ 
ಕ ವಕ್ರರೇಖೆ ಒಂದು ಶಂಕುಜ. ಶಂಕುಜ 
SP 
ಚಿತ್ರ 5.5 ವನ್ನು ಪಡೆಯಲಿರುವ, PM 7 ಎಂಬ 


ಈ ಗುಣವನ್ನು ನಾಭೀಚಾಲಕಗುಣ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಒಂದು ಲಂಬನಿರ್ದೇಶಕವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಪ್ರಕಾರ 5 ಬಿಂದುವು (4, ಶಿ) 
ಎಂದಿರಲಿ. / ಸರಳರೇಖೆಯ px + 4) 4 7 0 ಎಂದಿರಲಿ. ಚರಬಿಂದು 
ಔಯ ಒಂದು ಸಾನೆ (%, ೫) ಎಂದಿದ್ದರೆ ನಾಭೀಚಾಲಕಗುಣದಿಂದ 
SP? = ¢* PM: ಎಂದಿರುವುದರಿಂದ 


(Ox + 4p + 


(2 -- 43+) -—b) =e 28 -- 613 


ಟ್‌ ಹ್ಹಾ 
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" P ಯ ಪಥ ಸಮಾಕರಣನು 

(+ x— 0) 3-0) -- 8) ಎ (0೫-0-1) 

x, y ಗಳಲ್ಲಿ ಇದು ಎರಡನೆಯ ಘಾತದ ಸಮಾಕರಣ. 

€ ಯನ್ನು ಶಂಕುಜದ ಉತ್ಸೇಂದ್ರತೆ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


€ <1 ಆಗಿರುವಾಗ ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತವೂ, €= 1 ಆಗಿರುವಾಗ ಪೆರಾಬೊಲಾವೂ, 
62.1 ಆಗಿರುವಾಗ ಹೈನರ್ಬೊಲಾವೂ ದೊರೆಯುವುವು. 


5.3 ಶಂಕುಜ ಮತ್ತು ಸರಳರೇಖೆ, ೪ ಗಳಲ್ಲಿ ಎರಡನೆಯ ಘಾತದ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮಾಕರಣ 


5 ವಾ ೧ಜಿ -- 2120 --0)8-26/%--2/೫--0ಂಇಾ0 


ಯನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. ಇದು ಶಂಕುಜವನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು ಎಂದು 
5 ಪರಿಚ್ಛೇದದಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಲಾಗುವುದು. 


L=lx+my+n=0 ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆಯ ಈ ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು 
ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುವುದೆಂದು ಇವೆರಡು ಸಮಾಕರಣ 
ಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುವುದರ ಮೂಲಕ ತಿಳಿಯಬಹುದು. ಇವೆರಡು ಬಿಂದುಗಳು 
ಸಂಗಮಿಸಿದಾಗ ಸರಳರೇಖೆಯು ಶಂಕುಜಕ್ಕೆ ಆ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗು 
ವುದು. ಆದ್ದರಿಂದ ಒಂದು ಶಂಕುಜವನ್ನು ಎರಡು ಸಂಗಮ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ 
ಸಂಧಿಸುವ ಸರಳರೇಖೆ ಅದರ ಸ್ಪರ್ಶಕ. 


5.4 ಶಂಕುಜಗಳ ಸುಲಭ ಸಮಿಸಾಕರಣಗಳು-- 
(೧) ಪೆರಾಬೊಲಾ 


5 ನಾಭಿ, 1 ಚಾಲಕ ಆಗಿವೆ. 5೫ನ್ನು 
1ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆದರೆ ಇದು ಸ್ಲಿರ 
ಉದ್ದವಾಗಿದೆ. SX = 20 ಎಂದಿರಲಿ. 
ಎಕ್ಕಿ ಮಧ್ಯಬಿಂದು ೨ ವನ್ನು ಮೂಲ 
ಬಿಂದು, ೦8 ನ್ನು x-ಅಕ್ಸ್ಸ ಮತ್ತು 
ಇದಕ್ಕೆ ೦ ನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬ »-ಅಕ್ಸ 
ವೆಂದೂ ಆರಿಸಬೇಕು. ಈ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ 
ಪ್ರಕಾರ S ಬಿಂದು (4, 0) ಆಗಿದೆ. 
P (x, y) ಒಂದು ಚರಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 
ನಾಭೀಚಾಲಕ ಗುಣದ ಪ್ರಕಾರ, 


8) ಬೀಜರೇಖಾಗಣಿತ ಬ 


SP 

ha 

‘° 508 ಎ. PM: 

“xa hy=(x+a)p 

“y= 4ax (5.1) 


ಇದು ಸೆರಾಬೊಲಾದ ಸುಲಭ ಸಮಾಕರಣ. 

೫, y ಗಳಿಗೆ ವಿವಿಧ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಆದೇಶಿಸುವುದರ ಮೂಲಕ ಇದರ ವಕ್ರ 
ರೇಖೆಯನ್ನು ಚಿತ್ರಿಸಬಹುದು. ಇದೊಂದು ಮುಚ್ಚಿರದ ಅನಂತ ವಕ್ರರೇಖೆ. 
ಇದು -ಅಕ್ಬವನ್ನು ಕುರಿತು ಸಮಾಂಗವಾಗಿದೆ. «ನ ಬುಣಾತ್ಮಕ ಬೆಲೆ 
ಗಳಿಗೆ ಊಹಾಜನ್ಯವಾಗಿದೆ. ರ ವಕ್ರರೇಖೆಯು ೫-ಅಕ್ಷವನ್ನು ಮೂಲ 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಮಾತ್ರ ಛೇದಿಸುವುದು. -ಅಕ್ಟ ಇದಕ್ಕೆ ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಿದೆ. 

೦ ವನ್ನು ಸೆರಾಬೊಲಾದ ಶೃಂಗವೆಂದೂ, Ox ನ್ಸು ಸಮಾಂಗಾಕ್ಟ ಅಥವಾ 
ಅಕ್ಸವೆಂದೂ, ೦೪ನ್ನು ಶೃಂಗದಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಕನೆಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 151'ನ್ನು 
5೯ ಮೂಲಕ ೩-ಅಕ್ಸಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆದರೆ, ೬ (೧. 51) ಪೆರಾಬೊಲಾದ 
ಮೇಲಿದೆ. 


SLi ಪೋಟ 
SL ಎ 2a 
EL “= 4g 


ತ ನ್ನು ನಾಭೀಲಂಬವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 51,51 = 20 
ಇದು ಅರ್ಧ ನಾಭೀಲಂಬ. ಆದ್ದರಿಂದ ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಸಮಾಕರಣವು 
೫೫ = (ನಾಭೀಲಂಬ) »*« x 


(ರ) ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತ ಮತ್ತು ಹೈಪರ್ಜೊಲಾ-- 


ದೀರ್ಥವೃತ್ತ 0 <1 ಹೈಪರ್ಬೊಲಾ, € ಎ. 1 


ಚಿತ್ರ 5.7 ಚಿತ್ರ 5.3 
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ನಾಭಿ 5 ನಿಂದ ಚಾಲಕ /ಗೆ 8$Xನ್ಹು ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಬೇಕು. 5% 
ಸ್ಥಿರ ಉದ್ದವಾಗಿದೆ. X ಸ್ಪಿರಬಿಂದು. 5೫ ನ್ನು ಒಳಗೂ ಹೊರಗೂ :1 
ನಿಷ್ಪತ್ತಿಯಲ್ಲಿ ನಿಭಾಗಿಸಬೇಕು. ಈ ಬಿಂದುಗಳು ಸಿ,ಸಿ' ಆದರೆ ಅವು ಸ್ಥಿರ 
ಬಿಂದುಗಳಾಗಿವೆ.  &4' ಎ20 ಎಂದಿರಲಿ. 0೦ಬಿಂದುಸಿ'ಸಿ ಯೆ ಮಧ್ಯಬಿಂದು 
ವಾಗಿರಲಿ. ಮೇಲಿನ ಎರಡೂ ಚಿತ್ರಗಳಲ್ಲಿ, 
MESA | ಕಸಿ! 14. 5ಹಿ ಥೃಚ್ಷ ನಗಿ 
EE NX ARTA 
2.0A 2.05 
ROX TOK 
a 


a —= ಗ 


O a 


(1 
ಅ ಲಔ 00, 020. 


ಲಿ 
೦ ನನ್ನು ಮೂಲಬಿಂದು, ೦8ನ್ನು 2-ಅಕ್ಟ್ಣ ಮತ್ತು ಏ೦5ಗೆ ೦ ನಲ್ಲಿ 
ಎಳೆದ ಲಂಬ »-ಅಕ್ಸವೆಂದು ಆರಿಸಬೇಕು. ಆಗ 65 (ಆ, 0) X ( 0) 
ಆಗುವುವು. ಈ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಪ್ರಕಾರ, P (x,y) ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುವ 
ಒಂದು ಬಿಂದುವಾಗಿರಲಿ. 81ರ ಚಾಲಕದ ಮೇಲೆ ಎಳೆದ ಲಂಬ. 
ನಾಭೀಚಾಲಕ ಗುಣದ ಪ್ರಕಾರ, 


SP 


ವೆ 3 2 
PM e, SP e: PM 


a 2 
(2 -- ae) 3. )% ಎ 08 ಕ್‌ x) 
x>+ae?—2axe+y =a’ -- ಯಃ -- 2 ೧೫೮ 
ದೀರ್ಥವೃತ್ತದಲ್ಲಿ € <1. ಆಗ ಈ ಸಮಾಕರಣವು 
281 -- ಉ .)3 681 - ೫) ಎಂದಾಗುವುದು 
ಜ್‌ (1 ೮) - ೫ ಎಂದು ಬರೆಯಲಾಗಿದೆ 
ELE 6) ಎಂದು ಬರೆಯಲಾಗಿದೆ. 
ಇದು ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಸುಲಭ ಸಮಾಕರಣ. 
ಹೈಸರ್ಜೊಲಾದಲ್ಲಿ € 1. ಆಗ ಸಮಾಕರಣವು 


೫2 (63 -- 1) -- )3 ಎ ಸ (68 -- |) 
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x? y? 
ವಾ್‌ 1, Qa (0 —1)=h? ಎಂದು ಬರೆಯಲಾಗಿದೆ. 
ಇದು ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಸುಲಭ ಸಮಾಕರಣ. 


ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತದ ಸುಲಭ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ: 


೫,» ಗಳಿಗೆ ವಿವಿಧ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು 
ಆದೇಶಿಸುವುದರ ಮೂಲಕ ಇದರ 
ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನುಚಿತ್ರಿ ಸಬಹುದು. 
ಇದೊಂದು ಮುಚ್ಚಿರುವ ಅಖಂಡ 
ವಕ್ರರೇಖೆ. ಇದು * ಮತ್ತು 7 
ಅಕ್ಬಗಳನ್ನು ಕುರಿತು ಸಮಾಂಗ 

ಚಿತ್ರ 5-9 ವಾಗಿದೆ. -ಅಕ್ಸವನ್ನು ಇದು 
A, ಗಿ' ಬಿಂದಕಿಗಳಲ್ಲಿಯೂ, »-ಅಕ್ಬವನ್ನು 8, B’ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿಯೂ ಸಂಧಿಸು 
ವುದು. A= ೦ಸಿ' ಎಂ, OB=0OB’'=b; || ಎ0, |೫| ಶಿ ಆದಾಗ 
ವಕ್ರರೇಖೆ ಊಹಾಜನ್ಯ ವಾಗಿದೆ. ಅಂದರೆ ಇದು ೫ಎ 44, y= +b ಆಯತಾ 
ಕಾರದೊಳಗೆ ಸೀಮಿತವಾಗಿದೆ. A'A ಯನ್ನು ದೀರ್ಫಾಕ್ಸನೆಂದೂ, B’'B ಯನ್ನು 
ಹ್ರಸ್ತಾಕ್ಸವೆಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ೦ ಕೇಂದ್ರ ಬಿಂದು... ೦ ಮೂಲಕ ಸಾಗಿ 
ವಕ್ರರೇಖೆಯಿಂದ ಸೀವಿಂತವಾಗುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸರಳರೇಖೆಯೂ ದೀರ್ಫ 
ವೃತ್ತದ ವ್ಯಾಸ. ಯಾವ ವ್ಯಾಸವೂ ದೀರ್ಫಾಕ್ಸಕ್ಕಿಂತ ಉದ್ದವಾಗಿಲ್ಲವೆಂದೂ 
ಹ್ರಸ್ವಾಕ್ಸಕ್ಕಿಂತ ಕಿರಿದಾಗಿಲ್ಲವೆಂದೂ ಗಮನಿಸುತ್ತೇವೆ. ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಸಮಾಂ 
ಗತ್ವದಿಂದ ಅದಕ್ಕೆ 5' ಎನ್ನುವ (೦$' - 40) ಇನ್ನೊಂದು ನಾಭಿ ಇದೆಯೆಂದೂ 
ಅದಕ್ಕೆ ಅನುರೂಪವಾದ /' ಎನ್ನುವ ಇನ್ನೊಂದು ಚಾಲಕ ಇದೆಯೆಂದೂ ' 

SP ಬಭೌ 
PM PM’ 


= ¢, 


ತರ್ಕಿಸುತ್ತೇವೆ. ಈಗ 


2 
ಎ50 3. 5790 - 0(71/ . ೫1/7 ಎ e. 3 ನ 20 
= ದೀರ್ಫಾಕ್ಷ 


“ಆದ್ದರಿಂದ ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಿನ ನಾಭೀದೂರಗಳ 
ಮೊತ್ತವು ದೀರ್ಫಾಕ್ಸದ ಉದ್ದಕ್ಕೆ ಸಮಾನವಾಗಿದೆ. ಈ ಗುಣದ ಸಹಾಯದಿಂದ 
-ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಯಾಂತ್ರಿಕ ರಚನೆ ಸಾಧ್ಯವಿದೆ. 
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ನಾಭೀಲಂಬವು 11'. 1 ಬಿಂದು (ಆ, 51). ಇದು ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ 
ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ 
ae? SL 04 
ey WT = | 513 b (1 Ke) 
02೩ 
‘SL = 
a 
ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಉತ್ಕೇಂದ್ರತೆ€ <1 ಆಗಿದೆ. ಇದನ್ನು ಕಿರಿದುಗೊಳಿಸುತ್ತ 
ಹೋಗಿ ಕೊನೆಗೆ ೭-0೦ ಜಿಲೆ ತಲುಪಿದಾಗ, 08-08 =, 


ಗೆ 2 2 
ಹಿ ಲ) ಟಿ ಆಗುವುವು. ಸಮಾಕರಣನೀಗ 3 ಎ1 ಅಥವಾ 
x+y ಎ. 03. ಇದು ವೃತ್ತ. ನಾಭಿಗಳು ಇದರ ಕೇಂದ್ರದಲ್ಲಿ ಸಂಗಮಿಸಿವೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ ಉತ್ಸೇಂದ್ರತೆ ಶೂನ್ಯವಾಗಿರುವ ದೀರ್ಥವೃತ್ತವೇ ವೃತ್ತ. 
ಹೈ ಸರ್ಬೊಲಾದ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. 


xp 


ಇರು. de —D 


x,y ಗಳಿಗೆ ವಿವಿಧ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಆದೇಶಿಸುವುದರ.ಮೂಲಕ ಇದರ ವಕ್ರ 
ಪೇಖೆಯನ್ನು ಚಿತ್ರಿಸಬಹುದು. ಇದು ತೆರೆದಿರುವ ಎರಡು ಪರಸ್ಪರ ಸರ್ವಸಮ 


ಚಿತ್ರ 5,10 


ಶಾಖೆಗಳಿಂದ ಕೂಡಿರುವ ಅನಂತ ವಕ್ರರೇಖೆ. ಇದು x ಮತ್ತು »-ಅಕ್ಸಗಳನ್ನು 
ಕುರಿತು ಸಮಾಂಗವಾಗಿದೆ. ಜ-ಅಕ್ಸವನ್ನು A, A' (OA = OA’ ಎ0) ಬಿಂದು 
ಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುದು. )-ಅಕ್ಬ್ಸವನ್ನು (0, + bi) ಎನ್ನುವ ಊಹಾಜನ್ಯ ಬಿಂದು 
ಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುದು. --0 ಆ ೫-೮ ಆಗಿರುವಾಗ ಈ ವಕ್ರರೇಖೆ ಊಹಾ 
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ಜನ್ಮವಾಗಿದೆ. ೫4೫-೩ ಆಗಿರುವಾಗ » ಯ ಬೆಲೆ ಮಿತಿರಹಿತವಾಗಿ 
ಏರುವುದು. ಸಿ'ಸಿ ಅಕ್ಬವನ್ನು ಅನುಪ್ರಸ್ಥ ಅಕ್ಷವೆಂದೂ ೦) ನ್ನು ಅನುವರ್ತಿ 
ಅಕ್ಸವೆಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 

ಹೆ.ಸರ್ಬೊಲಾದ ಸಮಾಂಗತ್ತ್ವದಿಂದ Wy ಎನ್ನುವ ಇನ್ನೊಂದು ಜೊತೆ 
ನಾಭಿ, ಚಾಲಕ ಇದಕ್ಕಿವೆ ಎಂದು ಶರ್ಕಿಸುತ್ತೇವೆ. 


SP = ePM 
SP=ePM'’ 


SP—SP= e(PM'—PM)=2a 
ಅಥವಾ SP ~SP - 20 
ಆದ್ದರಿಂದ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಿನ ನಾಭೀದೂರಗಳ 
ವ್ಯತ್ಯಾಸ ಒಂದು ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಯೆ. ಇದರ ಬೆಲೆ ಅದರ ಶೃಂಗ ಮಧ್ಯ ದೂರ. 
ನಾಭೀಲಂಬವು 1'L ಎಂದಿರಲಿ. ಆಗ L(a4e, SL) ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ 
ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ, 


b> 
ಆದ್ದರಿಂದ ಒಂದು ಹೈ ಸರ್ಬೊಲಾದ ಅರ್ಧನಾಭೀಲಂಬವು ಡ್‌ ಆಗಿದೆ. 


ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಸಮಿಾಕರಣದಲ್ಲಿ 0 ನ್ನು 70 ಆಗಿ ಪರಿವರ್ತಿಸುವುದರ 
ಮೂಲಕ ಹೈಷರ್ಬೊಲಾದ ಸಮಿಾಕರಣವು ದೊರೆಯುವುದು ಎಂಬುದನ್ನು ಗಮನಿಸ 
ಬೇಕು. ಆದ್ದರಿಂದ ಹೈನರ್ಬೊಲಾದ ಹಲವಾರು ಗುಣಗಳನ್ನು ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ 
ಅನುರೂಪ ಗುಣಗಳ ಅಭ್ಯಾಸದಿಂದ ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ. 


5.5 ೬,» ಗಳಲ್ಲಿ ಎರಡನೆಯ ಘಾತದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮಿಾಕರಣ-- 
5.1 ರಲ್ಲಿ ಒಂದು ಶಂಕುಜದ ಸಮಾಕರಣ *, » ಗಳಲ್ಲಿ ಎರಡನೆಯ ಘಾತದಲ್ಲಿದೆ 
ಎಂದು ನೋಡಿದೆವು. ಈಗ, ಇಂತಹ ಒಂದು ಸಾಮಾನ್ಯ ಸನಾಕರಣ ಒಂದು 
ಶಂಕುಜವನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು ಎಂದು ತೋರಿಸುತ್ತೇನೆ. 

1 Ox, Oy ಲಂಬನಿರ್ದೇಶಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಪ್ರಕಾರ, 
ax? + 2hxy -- by: = 0 ಎಂದಿರುವ ಸಮಾಕರಣ, OX, OY ಲಂಬನಿರ್ದೇಶಕ 
ವ್ಯವಸ್ಥೆಯ ಪ್ರಕಾರ, 6'203 _- 2/' XY -- 0737 2-0 ಎಂದು ಪರಿವರ್ತನೆ 
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ಗೊಳ್ಳಲಿ. ಇಲ್ಲಿ ೦x, ೦೪ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯನ್ನು ೦ ವಿನ ಸುತ್ತ 6 ಕೋನದಷ್ಟು 
ಆವರ್ತಿಸಿ ೦%, ೦೪ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯನ್ನು ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ. 

x= Xcos0—Y sin 

y= Xsind+Ycos8 ಎಂದು (1.2) ರಿಂದ ತಿಳಿದಿದೆ, 

“4 =acos?h + 2hsin 0 005 0 + bsin?6 

' ಇ 051736 -- 2hsinHcosh + ಗ 00880 
h = —(a— 0) $11 0008 0 + 1 (೦೦830 — sin?6) 

ಎಂದು ಸುಲಭವಾಗಿ ತಿಳಿಯಬಹುದು. 

“a+b =a, ಮತ್ತು 

a’'b’ -- h3=ab — h 

ಆದ್ದರಿಂದ ನಿರ್ದೇಶಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಯ ಆವರ್ತನ ಚಲನೆಯಲ್ಲಿ ೧ 4,೩0 3 
ಈ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಬೆಲೆಗಳು ನಿಶ್ಚರವಾಗಿವೆ ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. ಇಂತಹ 
ಉತ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು (ಆವರ್ತನ ಚಲನೆಗೆ) ನಿಶ್ಚರಗಳು ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


I =ax™—+ 2hxy+by +2gx+-2fy+c=0 
ಇದು *, » ಗಳಲ್ಲಿ ಎರಡನೆಯ ಘಾತದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮಾಕರಣ. ನಿರ್ದೇಶಕ 
ವ್ಯವಸ್ಥೆಯನ್ನು ೦ ವಿನ ಸುತ್ತ? ಕೋನದಷ್ಟು ಆವರ್ತಿಸಿ ನೂತನ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಯನ್ನು 
೦೫, OY ಎಂದು ಕರೆದರೆ, ಅದರಲ್ಲಿ $5 - 0 ಸಮಾಕರಣವು 


0.೫೨ |. 28' ೫% - 8ಿ' ೪3 1. ಪ್ರ! ೫೩ 2. 2/''ಗಿ-. ಉಲ ಜಾ0 


ಎಂದಾಗುವುದು. ಇಲ್ಲಿ, ಗ' = (4a — ಗಥ) 51300066 + ಗಿ (00536 — 51136) 
॥' = 0 ಆಗುವಂತೆ 9ವನ್ನು ಆರಿಸಬೇಕು. 
2h 


ಆಗ, tan 20 = TN 


ಸಮಾಕರಣದ ನೂತನ ರೂಪವು, 
AX: + ೫373 3. 2 ೮%. 2೯8% -- ೮-0 ಎಂದಿರಲಿ. ನಿಶ್ಚರಗಳ 
ಸಿದ್ಧಾಂತದಿಂದ, 
A+B=a+b 
AB = ab — h 
(1) ab — 13 = 0 ಎಂದಿರಲಿ. 
AB ಎ0 
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ಒಂದೋ ಗಿ. 70, ಅಥವಾ 8 0 
B =0 ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. 
ಡಿ2(3 .. 202೫ -. 2೯೫ ಲ್ಲ 0 


~ (K+ “ರ್ಜ ಹಸ್ತ ly YF et sr] 


OX, OY ವ್ಯ ವಸೆ ಯನ್ನು ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ 


0 [- S, (ಸ 2) ಂದುನಿನೆ ಸ್ಮಾನಾಂತರಸಿ, ನೂತನ 
a ಮತ್ತು '೦'ಳ' ಎಂದು ಕರೆದರೆ ಈ ಸಮಾಕರಣವು, 
28 
ST 3 ಎಂದಾಗುವುದು. ಇದು ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಸುಲಭರೂಪ. 
, 68-13-0 ಆದಾಗ 5-0 ಒಂದು ಪೆರಾಬೊಲಾವನ್ನು ಸೂಚಿ 
ಸುವುದು. 
(1) ab -- 1370 ಎಂದಿರಲಿ. ಈಗ ಸಿ ಅಥವಾ ಔB ಯಾವುದೂ ಸೊನ್ನೆ 
ಯಾಗುವುದು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲ. ಸಮಾಕರಣವು ಈಗ, 
೧.2 F 2 G> F> 
A[x+3| pf yy EE ರ್ಕ 6 


೦%, ೦೪ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಯನ್ನು ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ ೦ ಸ್ಹ ಮ] ಬಿಂದುವಿಗೆ 


ಸ್ಕಾನಾಂತರಿಸಿ Fue ವ್ಯ ವಸ್ಥೆ ಯನ್ನು 0೦'X', ೦'Y' ಎಂದು ಕರೆದರೆ ಈ ಸಮಾ 
ಸೂ 


2 2 


CC 
AX%-4 BY?%= AS A= ಗ್ಗ ದ್ಯಾ “ಕ್‌ C ಎಂದಾಗುವುದು. 


XS 
pus 
ಸ್‌ 


(0) ಂ0--1 0 ಆಗಿದ್ದರೆ, AB>0. .;. A,B nಳ ಚಿಹ್ನೆಗಳು 
ಒಂದೇ ಆಗಿವೆ, ಎರಡೂ ಧನ ಅಥವಾ ಎರಡೂ ಖುಣ. .. ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ 
ಮೇಲಿನ ರೂಪ ಒಂದು ದೀರ್ಥ ವೃತ್ತವನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. 
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(ಗಿ) ab—h <0 ಆಗಿದ್ದರೆ, AB<0. .. ಡಿ, 8ಗಳ ಚಿಹ್ನೆಗಳು 
ಪರಸ್ಪರ ನಿರೋಧವಾಗಿವೆ, ಒಂದು ಧನ ಇನ್ನೊಂದು ಖುಣ. .. ಈ ಸಂದರ್ಭ 
ದಲ್ಲಿ ಮೇಲಿನ ರೂಪ ಒಂದು ಹೈಸರ್ಜೊಲಾವನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. 

ಆದ್ದರಿಂದ ಎರಡನೆಯ ಘಾತದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮಾಕರಣ ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ 
ಒಂದು ಶಂಕುಜವನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. 

ಇದುವರೆಗೆ ನಾವು ಈ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಸಂಪೂರ್ಣವಾಗಿ ವಿಶ್ಲೇಷಿಸಿ 
ದಂತಾಯಿತು. ಇದರ ತಾತ್ಸರ್ಯ ಹೀಗಿದೆ: 

(1) abc + 2f th —af*?—bg—ch=| a h 8 |=0 
h 
Quik 
ಆದಾಗ ಒಂದು ಜೊತೆ ಸರಳರೇಖೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. 
(i) a=b,h=0 ಆದಾಗ ಒಂದು ವೃತ್ತವನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. 
(11) ab --13 > 0 ಆದಾಗ ದೀರ್ಥವೃತ್ತವನ್ನೂ 
08--13 20 ಆದಾಗ ಪೆರಾಜೊಲಾನನ್ನೂ 
ab — ॥? <0 ಆದಾಗ ಹೈನರ್ಬೊಲಾವನ್ನೂ ಸೂಚಿಸುವುದು. 


ಉದಾಹರಣೆ 


143 -- 4xy + 11)3 -- 36% +48y +41 =0 ಸಮಾಕರಣವು 
ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತವನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ.. ಅದರ ಅಕ್ಸಗಳ ಉದ್ದ 
ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಇಲ್ಲಿಯ - = 154 --4 150 0. ಆದ್ದರಿಂದ ಇದು ಸಾಮಾನ್ಯ 
ವಾಗಿ ದೀರ್ಥವೃತ್ತವನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. 

ಆವರ್ತನೆಯ ಕೋನ, 6ವನ್ನು 
ಕ್‌ = — ತ ಎಂದು ಆರಿಸಬೇಕು. 

“tan 6=2 ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಂಡರೆ, 

X 2¥ 2% ಸೆ 
BPE RET 

೦x, ೦೪ನ್ನು ೦ ನಿನ ಸುತ್ತ 6 ದಷ್ಟು ಆವರ್ತಿಸಿ ದೊರೆಯುವ ವ್ಯವಸ್ಥೆ 

೦X, OY ಎಂದಾದರೆ, ಆ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯಲ್ಲಿ ಸಮಾಕರಣವು, 


tan 20 = 
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ಬಿಂದುವಿಗೆ ವ ವಸ್ಕೆ ಯನ್ನು ಸಮಾನಾಂತರ ಸ್ಥಾನಾಂತರಗೊಳಿಸಿ, ) ud ಗಳನ್ನು 
ನೂತನ ವಿನಿಮಯ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳೆಂದಿಟ್ಟು ಕೊಂಡರೆ, ಈ ಸಮಾಕರಣವು 
2೫1೩ 4 3Y 2 = 5 ಆಗುವುದು. 


Xx ye 
ವ್‌ ಶ್‌ 


[7 2 
3 F 


5 5 
'. ಈ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಅರ್ಧಾಕ್ಸಗಳ ವರ್ಗಗಳು ಸ್‌ ಮತ್ತು -5- 


yy 


ಅಭ್ಯಾಸ 5.1 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸಮಾಕರಣಗಳು ಸೂಚಿಸುವ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳನ್ನು ಬರೆಯಿರಿ. 

ಶಂಕುಜಗಳಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ ಅಕ್ಬಗಳ ಉದ್ದಗಳನ್ನೂ ಉತ್ಸೇಂದ್ರತೆಯನ್ನೂ ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 

(a) 2x + 3)8-- 12x + 12) +24 =0 

(0) 8x: 4+ l2xy-—8y:+12x4+4y-+3=0 

(c) 2x +3xy-—2y +3x4+y+1=0 

(d) 12218 + 7xy — 12)8-- 17x —31ly—7=0 

(0) 9x + 4xy + 6೫ -- 22x -- 16) +9 —=0 


ಆರನೆಯ ಅಧ್ಯಾಯ 
ಪೆರಾಬೊಲಾ 


6.1 ಕೆಲವು ಪ್ರಮುಖರೇಖೆಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು 
5 ಈಾ)3-- 40% -- 0 ಸೆರಾಬೊಲಾಕ್ಲೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ ಕೆಲವು ಸ್ರಮುಖರೇಖೆ 
ಗಳ ಸಮಾಕರಣಗಳು ಈ ಕೆಳಗಿನಂತಿವೆ. (ಪರಿಚ್ಛೇದ 4.4 ರಲ್ಲಿ ಸಾಧನೆಯನ್ನು 
ನೀಡಿದ್ದೇವೆ.) 
(0) ಔ (೫,೫), Q(x, 22) ಎಂಬ ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಎರಡು 
ಬಿಂದುಗಳ ಜೋಡಣೆಯ (ಜ್ಯಾ) ಸಮಾಕರಣ. 
(S, + ನ್ಮ 5) 
YN 20 (೫% 3- ೫) -- YY 20 (೫ -- ಸಭ ಸಾ) ೫] 20 (೫|-- x) 
40% -- 0 -೫ು೫ --೫೩ 0 


(ರ) ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ 8 (೧, »)) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ 
ಸ್ಪರ್ಶಕ. (5, = 0) 


೫೫1 -- 206% -- ೫ 7-9 
(೧ P(x, y) ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಾಗಿರುವ ಜ್ಯಾದ ಸಮಿಾಕರಣ (58, = ಠ್ಮಿ) 
೫೫, 7-20 (೫% --ಜ) ನಾಚಿ 4x 
2ax — ೫೫ + YF --20ಖಜ[್ಯ ಎ0 
(d) ೫ (೧, y) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನ ಸ್ಪರ್ಶಕಜ್ಯಾ ಮತ್ತು ಧ್ರುನೀಯಗಳ 
(0) 8 (೫ಬ ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಎಳೆದ ಒಂದು ಜೊತೆ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ 
ಒಟ್ಟು ಸಮಾಕರಣ (85,, =,” 
(2 -- 402) ೩ -- 4ax)= [yy —2a(x + x) 


ಪಾರಾ 


6,2 ಹೆರಾಬೊಲಾ ಮತ್ತು ಸರಳರೇಖೆ 
y =mx+c ಸರಳರೇಖೆಯು 
y= 4x ಪೆರಾಬೊಲಾವನ್ನು ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕ 
ಗಳನ್ನು ಪಡೆಯಲು ಇವೆರಡು ಸಮಾಕರಣಗಳಲ್ಲಿ *, 1 ಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುತ್ತೇವೆ. 
(mx —+ Cc)? = 4ax 
mx? + 2(mc—2a)x+c=0 
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ಇದು % ನಲ್ಲಿ ಒಂದು ವರ್ಗಸಮಾಕರಣವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ 
ಇದಕೆ ಎರಡು ಮೂಲಗಳಿವೆ. ಈ ಮೂಲಗಳು ಸರಳರೇಖೆ ಮತ್ತು ಪೆರಾಬೊಲಾ 
ಗಳ -ಛೇದನಬಿಂದುಗಳ -ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು. ಇವುಗಳ ಸಹಾಯದಿಂದ 
ಅನುರೂಪ )-ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 

ಸರಳರೇಖೆಯು ಸೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಲು ವರ್ಗಸಮಾಕರಣದ 
ಎರಡು ಮೂಲಗಳೂ ಐಕೃವಾಗಬೇಕು. 

A=4(mc— 2a)? — 4m" ಎ0 
ಹ (6.1) 


m 
A YE=mx+ ಹ mನ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಪೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಸ್ಪರ್ಶಕ 


a 2a 


ವಾಗಿದೆ. ಸ್ಪರ್ಶಬಿಂದು ( ) ಎಂದು ಸುಲಭವಾಗಿ ತಿಳಿಯಬಹುದು. 


772] m 
1 
ಗತಾ ಶಾ ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದರೆ, 


ಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುವು. ಆದ್ದರಿಂದ ಇವು ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಪ್ರಾಚಲಿಕ ಸಮಾಕರಣ 
ಗಳು. 1 ಪ್ರಾಚಲ. 


6.3 ಕೆಲವು ಮಖ್ಯ ಗುಣಗಳು 
(1) 1, t ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದುವನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯುವಿಕೆ. 
ಪ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು 2.20, = 20 (೫ + at”) 
).20ಗ್ದ ಸಾ 26% + at”) 
ಅಥವಾ x—ty+at?=0 
X—ty+at?—=0 
ಇವುಗಳ ಛೀದನಬಿಂದು [01,1, 0 (1 4-1) ಆಗಿದೆ. 


(2) ೫=mx + ಸ್ಪರ್ಶಕವು ಒಂದು ದತ್ತಬಿಂದು ? (೩. 7) 
ಮೂಲಕ ಸಾಗಲಿ, 
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ಕ a 
೬ ೫] ಹಾ ೫1] ಇದ ದ 
m 

xm? — ym +a =0 


ಇದು m ನಲ್ಲಿ ವರ್ಗಸಮಾಕರಣ. ಆದ್ದರಿಂದ P ಯ ಮೂಲಕ ಎರಡು 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ಸಾಗುವುವು. ಅವುಗಳ ಓಟಿಗಳು 7, 1 ಎಂದಿದ್ದರೆ, 


771] 7- Mm ಐ 


mM; ಮಾ 
2 x 


ಪ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ, 
mM = — | 
“Ky Faz 
ಈ ನಿಯಮಪ್ರಕಾರ Pಯ ಪಥವು ೫40-0 ಆಗಿದೆ. ಇದು 
ಸೆರಾಜೊಲಾದ ಚಾಲಕ ಆಗಿದೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ ಪೆರಾಜೊಲಾದ ಲಂಬ 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ಚಾಲಕದ ಮೇಲೆ ಛೇದಿಸು 
ವುವು. 
(3) m ಓಟವಾಗಿರುವ ಸಮಾ 
ನಾಂತರ ಜ್ಯಾಗಳ ಒಂದು ವ್ಯವಸ್ಥೆಯನ್ನು 
ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. ಒಂದು ವಿಶಿಷ್ಟ ಜ್ಯಾದ 
ಮ ಧ್ಯಬಿ ಂದು ೫(%(, ೫) ಎಂದಿರಲಿ. ಚಿತ 
ಜ್ಯಾದ ಸಮಾಕರಣವು 


೫೫, — 20 (೫% 3. ಬ) ಸಾ ೫೫೨ಡ -- 4x 


ಇದರ ಓಟ ಎ ೫ = m (ದತ್ತ) 


ಇದು ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಅಕ್ಸಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವ ಸರಳರೇಖೆ. 
ಇಂತಹ ರೇಖೆಗಳನ್ನು ಪೆರಾಜೊಲಾದ ವ್ಯಾಸಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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ಆದ್ದರಿಂದ ಸೆರಾಬೊಲಾದ ಸಮಾನಾಂತರ ಜ್ಯಾಗಳ ಮಧ್ಯ ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದು 
ವ್ಯಾಸದ ಮೇಲೆ ಏಕರೇಖಸ್ಥವಾಗಿವೆ. ಈ ವ್ಯಾಸವು ಸೆರಾಬೊಲಾವನ್ನು 
4 ದ ಬಿಂದುನಿನಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುವುದೆಂದು ಸುಲಭವಾಗಿ ತಿಳಿಯಬಹುದು. 


1112' 
(4) ಚಿತ್ರ 6.2 ರಲ್ಲಿ P(r”, 201) ಸೆರಾಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು 


ಬಿಂದು. . ೫7 ಸ್ಪರ್ಶಕ. PM ಚಾಲಕದ ಮೇಲೆ ಎಳೆದ ಲಂಬ. 771ಯ 
ಸಮಾಕರಣವೊ xt! 1-013 ಎ0 


ಚಿತ್ರ 6.2 


Y =(0, ar), 


ee [~ ಟ್‌ 3] 


T=[-— 01, 0] ಆಗಿವೆ. 


(0 ೫5 A 5 
21 


PSನ ಓಟ = 


ಕಷ | 
ಇವೆರಡರ ಗುಣಲಬ್ಧ = ಡೂ] 


ಇರ 
KSP = — 
ಜ್ಯ 2 


ಚಾಲಕ ಮತ್ತು ಸ್ಪ ರ್ಶಬಿಂದು ಇವುಗಳಿಂದ ಸೀಮಿತವಾಗಿರುವ 
ಸ್ಪ ಶತು ಖಂಡವು ನಾಭಿಯಲ್ಲಿ ಸಮಕೋನವನ್ನು ರಚಿಸುವುದು. 


ಹ್‌ adda me lca daca a Ts SOS ಆ 


Leki ACh Mh 


A 
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(0) 57 2. 0 _. (2 
SP= (a? — ad FAT =a +a 
ST = SP 
% £SPT = /STP 
ಸರ್ಯಾಯ ಕೋನ TPM 
PT ಸ್ಪರ್ಶಕವು SPM ಕೋನವನ್ನು ಅರ್ಧಿಸುವುದು. 8 ಯಲ್ಲಿ ಸೆರಾ 
ಬೊಲಾಕ್ಕೆ'ಎಳೆದ ಲಂಬವು ಈ ಕೋನದ ಇನ್ನೊಂದು ದ್ವಿಭಾಜಕವಾಗುವುದು. 


Aನ PSK ಮತ್ತು PMK ಸರ್ವಸಮವೆಂದು ಸುಲಭವಾಗಿ ತಿಳಿಯ 
ಬಹುದು. 


| 


(೧ 59%1ಯ ಓಟ -./ 
| 
ಇವೆರಡರ ಗುಣಲಬ್ಧ — —1 
SYP 
ಹ ' 


ಆದ್ದರಿಂದ ನಾಭಿಯಿಂದ ಸೆರಾಬೊಲಾದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳಿಗೆ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳ ಪಾದ 
ಗಳು ಶೃಂಗಸ್ಪರ್ಶಕದ ಮೇಲೆ ಏಕರೇಖಸ್ದವಾಗಿವೆ. 
(0) 1,11, ಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು A ABC ಯನ್ನು ರಚಿಸಲಿ. 
S ನಿಂದ AಸಿABC ಯ ಭುಜಗಳ ಮೇಲೆಳೆದ ಲಂಬಪಾದಗಳು ವಿಕರೇಖಸ್ಕ 
ವಾಗಿವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಗಿ ABC ಯ ಪರಿವೃತ್ತ 5 ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದು. ಅಂದರೆ 
ಪೆರಾಬೊಲಾವನ್ನು ಆವೃತಿಸುವ ಯಾವುದೇ ತ್ರಿಭುಜದ ಪರಿವೃತ್ತವೂ ನಾಭಿಯ 
ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದು. ತ್ರಿಭುಜದ ಲಂಬಕೇಂದ್ರ H ಎಂದಿದ್ದರೆ, ೫ ಚಾಲಕದ 
ಮೇಲಿರುವುದು. 
(4) PSQ ಒಂದು ನಾಭೀಜ್ಯಾ 


ಆಗಿರಲಿ. ೫,0೮0 ಗಳು 1. ಆಗಿದ್ದರೆ pti 
tts. + 1=0 ಎಂದು ಸುಲಭವಾಗಿ 
ಸಾಧಿಸಬಹುದು. ಆದ್ದರಿಂದ P,Q ವ 


ಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಛೇದನಬಿಂದು K 

[-- 4, 61; +t) ಆಗುವುದು. ಇದು 

ಚಾಲಕದ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದು. ಆದ್ದ 0 
ರಿಂದ / 8ಓಟಿ - ತ್ಯ, ಚಿತ್ರ 6.3 
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ಅಥವಾ, 8? ಯಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಫರ್ಶಕವು ಚಾಲಕವನ್ನು K ಯಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ 
ಆಗ /1051-ತ್ತ, .. KSQ ಎತ್ತ. .. KQ ರೇಖೆಯು 0 ನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕ. 

ಆದ್ದರಿಂದ ನಾಭೀಜ್ಯಾದ ಕೊನೆಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ಚಾಲಕದ 
ಮೇಲೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವುವು. 


6.4 ಸೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಲಂಬ-?ೌ (1/3, 201) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಕಕ್ಕೆ 
ಎಳೆದ ಲಂಬವು ಸೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಆ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಲಂಬವಾಗಿದೆ. ಇದರ 
ಸಮಾಕರಣವು, 

೫ -- 20/1 ಇ. -- ( ( -- 612) 

ಇದು ಒಂದು ದತ್ತ ಬಿಂದು ೧(%,, »)) ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದೆಂದಿದ್ದರೆ 
ಅದರ ನಿಯಮ, 

1(/ 3-೫, -- 618 - 201 0 

018 3- 1(24 -- ಜವ ೫ ಹಾ0 (6.2) 

1 ಯಲ್ಲಿ ಇದೊಂದು ಘನ ಸಮಾಕರಣ, ಆದ್ದರಿಂದ ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನ 
ಮೂಲಕ, ಸಾಮಾನ್ಯ ವಾಗಿ, ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಮೂರು 'ಂಬಗಳು ಸಾಗುವುವು. 
ಈ ಸಮಾಕರಣದ RN 1»: 1೬.1 ಎಂದಿದ್ದ ರ್ಕ, ಅವು ಈ ಮೂರು ಲಂಬ 
ಪಾದಗಳ ಪ್ರಾಚಲಗಳು. ಈ ಲಂಬಪಾದಗಳನ್ನು ೧ ಬಿಂದುವಿಗೆ, ಸಹಲಂಬ 
ಬಿಂದುಗಳೆಂದು' ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


11 7--ಗ್ವತಿ. ಗ್ಯ ಎ0 
24 ಹ 


ಟ್‌ 
(1 
"\ 2at, 3-20್ಶೈ + 2atk 0 
ಓಂದು ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಎಳೆದ ಮೂರು ಲಂಬಪಾದಗಳ )-ನಿರ್ದೇಶಕ 
ಗಳ ಬೈಜಿಕ ಮೊತ್ತ ಶೂನ್ಯವಾಗಿದೆ. 
ದತ್ತಬಿಂದು ಗ ೫ ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಮೇಲೆಯೇ ಇದ್ದರೆ ಒಂದು 


ವಿಶೇಷ ಪ ಪರಸ್ಥಿತಿ ಉಂಟಾಗುವುದು. ಈಗ ಒಂದು ಲಂಬಪಾದ Q ಬಿಂದುವೇ 
ಆಗುವುದು. ೧ ನಿನ ಪ್ರಾಚಲ 1, ಎಂದಿದ್ದರೆ, 


2 ನಾ 013, yy ನಾ 20ಗೃ 
Wa 
11121] ವಾ — = 2 


ಸ 1:11 ಮ ಈ 
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ಉದಾಹರಣೆ 


(1) ಲಂಬಪಾದಗಳ ಪರಿನೃತ್ತ ಶೃಂಗದಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದು. 

1; ಕೊ 1, ಎಂಬ ಲಂಬಪಾದಗಳ ಪರಿವೃತ್ತ 

x-+y+2gx+2fy+c=0 
ಎಂದಿರಲಿ. ಇದು ಪೆರಾಬೊಲಾವನ್ನು ಭೇದಿಸುವ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನ ಪ್ರಾಚಲ 
! ಎಂದಿದ್ದರೆ, 

att 3- 40660 1-8) 13 - 4/01 3- (0 
ಎನ್ನುವ ನಾಲ್ಕನೆಯ ಘಾತದ !ಸಮಾಕರಣವು ವೃತ್ತ ಮತ್ತು ಸೆರಾಬೊಲಾಗಳ 
ಸಾಮಾನ್ಯ (ಅಥವಾ ಛೇದನ) ಬಿಂದುಗಳ ಪ್ರಾಚಲಗಳನ್ನು ನೀಡುವುದು. ಇವುಗಳ 
ಪೈಕಿ 1/1, 0 ದತ್ತವಾಗಿವೆ. ನಾಲ್ಕನೆಯ ಪ್ರಾಚಲ /, ಎಂದಿರಲಿ. 

ARETE 

ಆದರೆ, ೫ 1111 = 0 (ಲಂಬಪಾದಗಳ ಪ್ರಾಚಲಗಳು) 

“10 


(2) ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಪೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಮೂರು ಲಂಬಗಳು 
ಅಕ್ಸವನ್ನು ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುಗಳ ಶೃಂಗದೂರಗಳು ಸಮಾಂತರ ಶ್ರೇಢಿಯಲ್ಲಿ 
ಇದ್ದರೆ ಬಿಂದುವಿನ ಪಥ ಸಮಾಕರಣ 270) - 2 (೬ -- 20) ಆಗಿದೆ. 

ದತ್ತಬಿಂದು ೫ (೧); ಎಂದಿರಲಿ.  ಲಂಬಪಾದಗಳ ಸ್ರಾಚಲಗಳು 
AEA ಎಂದಿದ್ದರೆ 

ಗರ್ಗ ಗ್ರಸ-ಗ್ಯಾ 0 


2೩6 ಹ 
tty + 1218 77 19/1 ನಾ 


1151218 = — 
ಅಲ್ಲದೇ, "ಓ? ಲಂಬದ ಅಕ್ಟಛೇದನಬಿಂದುವಿನ ಶೃಂಗದೂರವು ೩1” 4 20 
ಆಗಿದೆ 
"2 (0(2 + 20) = (at? + 20) + (01 + 20) 
AEE E(t) — 201, 


fills 
2 
12 
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1 ಘನ ಸಮಾಕರಣ (6.2) ರ ಮೂಲವಾಗಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 
013 + ಗ (206 — Xx) — =O 
". 1 (20 - ಸವಿ ಸಾ೫3 --0(8ೃ 


ಎ 13 (20 -- ೫ಬಿ] ಟ್ಟಾ ಸಾ 015) 
py 
ಎಂದಿ ಊ- ಜು ಎ0 -2)3 


_ P(x,y) ನ ಪಥಸಮಾಕರಣವು 
2798 = 2% — 20) 


(3) ಲಂಬಜ್ಯಾಗಳ ಧ್ರುವಗಳ ಪಥಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
"/' ಯಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬಜ್ಯಾದ ಸಮಾಕರಣವು 
12 3. ) -- 201 -- 61 ಎ0 ಆಗಿದೆ. ಇದರ ಧ್ರುವ P(x, y) ಎಂದಿ 
ದ್ದರೆ ಮೇಲಿನ ಸಮಾಕರಣವೂ ಸ 
5; ಹಾ 2೧2: -- ೫, ೫ %ೆ 20೩. ಇ0 
ಸಮಾಕರಣವೂ ಸರ್ವಸಮವಾಗಿವೆ. 


24 ೫ — 2X 
CRETE BT 
2a 
"1 ಮಾರ ದು ೫ (2/1 3-13) ಎ2 
೨೫1 


1 ಯನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿದರೆ P ಯ ಪಥಸಮಿಕರಣವು 
2೫ (೧ + 20) + 403 0 


(4) ೫ ಚರಬಿಂದು 1%: +n) +n = 0 ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಚಲಿಸು 


ವುದು. ೫ ಯ ಧ್ರುವೀಯವು ಸೆರಾಬೊಲಾವನ್ನು ೦, ೩ ಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುವುದು. 
QR ಜ್ಯಾದ ಮಧ್ಯಬಿಂದುನಿನ ಪಥಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

QR ನ ಮಧ್ಯಬಿಂದು T (x1, y)) ಎಂದಿರಲಿ. 

”. QR ಸಮಾಕರಣವು 


5, - ರ್ಯ ಹಾ20%-- ೫೫ -- ೫೫-20 ಎ0 (1) 
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ಇದರ ಧ್ರುವವು P (x, y;) ಆಗಿರಲಿ. 
24% -- ೫ + 20x = 0 ಮತ್ತು ಸಮಾಕರಣ (1) ಸರ್ವಸಮ 
ವಾಗಿವೆ. 


P (x, y3) ಬಿಂದು 1% + my +n =0 ಮೇಲಿದೆ. 
ಗಿ ೧-1 3-71ಎ0 


OL — 24x) 
2a 


" T ಯೆ ಪಥಸಮಾಕರಣವು 
I(y? — 24x) + 2a(my + n) = 0 ಅಥವಾ 
1()3 -- 4ax) + 2a(lx + my +n) ಎ0 


+my,+n=0 


6.5 ಹೆರಾಬೊಲಾ ಮತ್ತು ವೃತ್ತ-- 
y= 4ax ಪೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೂ 
x+y 4.2೫೩ 2/೫ (್ಠಾ0 ಎಂಬ ಸಾಮಾನ್ಯವೃತ್ತಕ್ಕೂ 
ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿರುವ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನ ಪ್ರಾಚಲ 1 ಎಂದಿರಲಿ. 
"04/4 3. 4ಟ(3 ತ. 2013 .- 4/01 3- ಆಷಾ0 
ಇದು ೬ ಯಲ್ಲಿ ನಾಲ್ಕನೆಯ ಘಾತದ ಸಮಾಕರಣ. ಆದ್ದರಿಂದ ಸಾಮಾನ್ಯ 
ವಾಗಿ ಒಂದು ವೃತ್ತ ಮತ್ತು ಸೆರಾಬೊಲಾ ನಾಲ್ಕು ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುವುವು. 
ಇಂತಹ ನಾಲ್ಕು ಬಿಂದುಗಳ ಒಂದು ಗಣವನ್ನು ಚಕ್ರೀಯಬಿಂದುಗಳೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಬಿಂದುಗಳ ಪ್ರಾಚಲಗಳು ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳು. 
ಇವು 1 1, 1, ಆಗಿದ್ದರೆ, ಥ್‌ 
2. ಗ್ವ ತಟ್ಟಿ 
22a + g) 


1 
4/ 


2 titats ರಾ ತ್ರ 


Zt = 


Cc 
tll = ಫ್‌ 
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"| 201 + 2atg + 201 + 20ಗೃ 0 
ಒಂದು ಸೆರಾಜೊಲಾ ಮತ್ತು ಒಂದು ವೃತ್ತಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯಬಿಂದುಗಳ 
y-ನಿರ್ದೇಶಕಗಳ ಬೈಜಿಕ ಮೊತ್ತ ಶೂನ್ಯವಾಗಿದೆ. 
ಪ್ರ ಸಾಮಾನ್ಯಬಿಂದುಗಳು K RED ಎಂದಿದ್ದರೆ, 


2 
AB ಯೆ ಓಟ = ಜ್‌ 
2 
೮೧ ಯ ಓಟ = a ಹ 


GE PRA 
" AB, ೮0 ಗಳು x-ಅಕ್ಸವನ್ನು ಕುರಿತು ಸಮಾನವಾಗಿ ಬಾಗಿ 
ಕೊಂಡಿವೆ. 
ಉದಾಹರಣೆ 
(1) ೫50 ಒಂದು ನಾಭೀಜ್ಯಾ. SP, ಅರ್ಧನಾಭೀಲಂಬ ಮತ್ತು 50 
ಹರಾತ್ಮಕ ಶ್ರೇಢಿಯಲ್ಲಿವೆ. 
P,Q ಗಳು, ಎಂದಿದ್ದರೆ, ಗಿಗ್ರಾಗೆೊ13 ಎ0 
PM, QM’ ಚಾಲಕದ ಮೇಲೆ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳಾದರೆ, 
SP <PM, SQ = OM’ 
| | | | ] | 
“87ರ ನರಷಾ' ನರರ 
ಸ್ನ 2 -- (3 +t ] 
೧(1-- (3 .- (2 1312) a 
2 2 
2೩” (ಅರ್ಥನಾಭೀಲಂಬ) 
(2) P ಯು ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಬಿಂದು. PM ಚಾಲಕದ 
ಮೇಲೆ ಎಳೆದ ಅಂಬ. ೫7 ಸ್ಪರ್ಶಕವು 1 5೫1! ನ್ನು ಅರ್ಧಿಸುವುದು. 
ಚಿತ್ರ 6.2 ರಲ್ಲಿ, SP=PM; / ೫5% ಎ /PMK ಎ ಕ ಮತ್ತು 
PK ಯು APSK ಮತ್ತು ಗಿ. 811% ಗಳಿಗೆ ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 
ಇವೆರಡು ತ್ರಿಭುಜಗಳು ಸರ್ವಸಮವಾಗಿವೆ. 
SUT ಹಟ ಗು eS KEM 
ko " P ಯಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬವು / SPMನ ಇನ್ನೊಂದು ದ್ವಿಭಾಜಕ 


iad PR 
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ಸೂಚನೆ: 51 ಎ SP ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿದರೆ / TPS = / PTS 
= / TPM ಎಂದು ಸುಲಭವಾಗಿ ತಿಳಿಯುವುದು. 


(3) P,Q ಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು T ಯಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ. ಆಗ 
As TPS ಮತ್ತು TQS ಸಮರೂಪವಾಗಿವೆ. ಮತ್ತು 58.650 «ST: ಅಲ್ಲದೇ 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ನಾಭಿಯಲ್ಲಿ ರಚಿಸುವ ಕೋನಗಳು ಸಮಾನವಾಗಿವೆ. 


ಚಿತ್ರ 6.4 


ಗಸ ೫1 ಚಕ್ರೀಯವಾಗಿವೆ. 
LSE / 5£₹₹೯( 588೫ ಯು:2೫ಣಗೆ ಲಂಬವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, 
ಟೆ 5818, = / KRL 
= ( SPR 
WEEE / SPT 
ಇದೇ ಪ ಪ್ರ ಕಾರ, ( STP = /SQT 
. As SPT ಮತ್ತು 507% ಗಳಲ್ಲಿ ಉಳಿದ ಕೋನಗಳು PST ಮತ್ತು. 
೧ST ಸಮಾನವಾಗಿವೆ. 
* As SPT, STQ ಸಮರೂಪವಾಗಿವೆ. 
SR MEETS 
ಹನ 
SP PLANE 
~ SP.SQ=ST"; $= 7) 
(4) y=4x ಪೆರಾಜೊಲಾದ ಒಂದು ಜ್ಯಾ ಶೃಂಗದಲ್ಲಿ ತತ 
ವನ್ನು ರಚಿಸುತ್ತ ದೆ. ಆ ಜ್ಯಾದ ಕೊನೆಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು * 440 = 
ಸರಳಶೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಸಂಧಿಸುವುವು ಎಂದು nbc 
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ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು 7 (೫,1) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ. ಆಗ ಜ್ಯಾದ 
ಸಮಾಕರಣವು ೫, ನ.20 (% -- ೫ಬ... ಈ ಸಮಾಕರಣದ ಸಹಾಯದಿಂದ 
y್‌ = 41x ನ್ನು ಸಮಾನಘಾತದ ಸಮಿಾಕರಣವಾಗಿ ಪರಿವರ್ತಿಸುತ್ತೇವೆ. 
Yh 


3 ಮ 
23 ಎ 403,1 ಇ 4%, (5 


೫ = 220೫ — 40x" 
* 4ax?— 2yxYy + x) =0 
ಇದು ಜ್ಯಾದ ಕೊನೆಗಳನ್ನು ಮೂಲಬಿಂದುವಿಗೆ (ಶೃಂಗಕ್ಕೆ) ಸೇರಿಸುವ 
ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಒಟ್ಟಾದ ಸಮಾಕರಣ. ಈ ಸರಳರೇಖೆಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನ 


೪% 
ಸೃ ಆಗಿದೆ. 


ಸೆ 404+ x,=0 
“P(x,Y) ನ ಪಥವು 1-3-40 ಇ 0 ಆಗಿದೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸ 6.1 
1 213 ಎ40 ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಲಂಬಜ್ಯಾಗಳ ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳ ಸಥ 
ಜಕ್ಕ ಕೈಗೆ ಕ | 
ಇ. ಜ್‌ ಸತ 24 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


2 ಒಂದು ದತ್ತಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಎಲ್ಲ ಜ್ಯಾಗಳ ಮಧ್ಯ 
ಬಿಂದುಗಳ ಪಥ ಒಂದು ಪೆರಾಬೊಲಾವೆಂದೂ ಇದರ ನಾಭೀಲಂಬವು ದತ್ತ 
ಪೆರಾಬೊಲಾದ ನಾಭೀಲಂಬದ ಅರ್ಧದಸ್ಟಿ ದೆಯೆಂದೂ ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

3 ಒಂದು ಚರಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಎಳೆದ ಮೂರು ಲಂಬಗಳ ಪೈಕಿ ಎರಡು 
ಐಕ್ಯವಾದರೆ ಆ ಬಿಂದುವಿನ ಸಥ 

2708 = 4(x — 20)* ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

4 ಔ"1' ಯಿಂದ ಇ 40:ಗೆ ಮೂರು ಲಂಬಗಳನ್ನು ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. 

ಈ ಮೂರು ಲಂಬಪಾದಗಳ ಪರಿವೃತ್ತದ ಸಮಾಕರಣವು 


12 
೫-28-0 (1 +5)x-ay =o ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


5 ಜಾಲಕದ ಮೇಲೆ / ಸ್ಥಿರರೇಖಾಂತರ ರಚಿಸುವ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ 
ಛೇದನಬಿಂದುಪಥ 


(೨3 — 4ax)(x + 0) ಎ (ಸಣ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
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6 ಒಂದು ವೃತ್ತ )*- 4% ಪೆರಾಬೊಲಾವನ್ನು ಲಂಬ ಕೋನದಲ್ಲಿ 


ಛೇದಿಸುವುದು ಮತ್ತು ನಾಭಿಯ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದು. ವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರದ ಪಥ 
(a 1-22) ಎ a(a + 3x) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


7 ಪರಸ್ಪರ ಇ ಕೋನದಲ್ಲಿರುವ ಎರಡು ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಛೇದನಬಿಂದುವಿನ 
ಪಥ ()8-- 40%) ೦೧೫% (೧% +4) sina ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ ೩-೯ 
ಆದಾಗಿನ ಸಂದರ್ಭವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿರಿ. 


8 P ಬಿಂದುವಿನಿಂದ )3 40% ಗೆ ಎಳೆದ ಎರಡು ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಗುಣ 
ಲಬ್ಧವು P ಯ ನಾಭೀದೂರ ಮತ್ತು ನಾಭೀಲಂಬಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧ್ಬಕ್ಕೆ ಸಮಾನ 
ವಾಗಿದೆ. ॥£ ಯ ಪಥ 28 40(%--0) ಎಂದು ಸಾದಿಸಿರಿ. 


9 ೫3-40 ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಒಂದು ಜ್ಯಾವು y? = 4bx ಸೆರಾಬೊಲಾ 
ವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುದು. ಹಾಗಾದರೆ ಆ ಜ್ಯಾದ ಕೊನೆಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ 
ಛೇದನಬಿಂದುವಿನ ಪಥ ರ): = 40% ಎಂದೂ ಲಂಬಗಳ ಛೇದನಬಿಂದುವಿನ 
ಪಥ (40 -- 0)3)% = 403(%--20), ಎಂದೂ ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


10 y*—=4ax ಮೇಲಿರುವ P,Q ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು 
(6, 8) ದಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುವುವು. PQ ಸರಳರೇಖೆ ಮತ್ತು ?, 0 ಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ 
ಲಂಬಗಳು (೫-20-1 ೩) 4 46) 0 ಪೆರಾಬೊಲಾವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುವು 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


Il (6,8) ದಿಂದ) = 4೩xಗೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಜ್ಯಾದ ಉದ್ದ 
V (8 — 400) (8° + 4%) a ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


12 ಒಂದು ಸೆರಾಜೊಲಾದ ಮೂರು ಲಂಬಗಳು ಏಕಬಿಂದುಸ್ಥ ವಾದರೆ, 
ಆ ಲಂಬಗಳಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ರಚಿಸುವ ತ್ರಿಭುಜದ 
ಪರಿವೃತ್ತವು ಶೃಂಗದ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


13 PQR ೆರಾಜೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದುಗಳು. 808 
ತ್ರಿಕೋನದ ಲಂಬಕೇಂದ್ರವು ನಾಭಿ 5 ಆಗಿದೆ. ಈ ತ್ರಿಕೋನದ ಭುಜಗಳು 
ಅಕ್ಬವನ್ನು ೫',0', R' ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುವು. 

SP’.SQ’.SR’' 3. 4502 ಎ 0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
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14 ಎ13 1-201-೮ | ಈ ಪಾ.ಚಲಸಮಿಾಕರಣಗಳು ಒಂದು 
» ಇಾ0)13 .- 2-66) ಸ 


ಪೆರಾಬೊಲಾವನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುವೆಂದು ಸಾಧಿಸಿ. ಇದರ ಮೇಲಿರುವ /, 1%, !ಃ 
ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳು ಏಕಬಿಂದುಸ್ಥವಾದರೆ, 


(a,b, + ab) 
ಗರಗರ ಗ್ರಹಾಣತೆ ಗಾಗಾ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


IS x=at+bt| ಫೆರಾಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ 1, 1: ಬಿಂದುಗಳನ್ನು 


y=ct+dt"y 
ಸೇರಿಸುವ ಜ್ಯಾದ ಸಮಾಕರಣ 
HEY bs | =0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
a ( t+ 1, 
ನ ತಕ ಹಃ 


16 ವಿಸ್ತರಿಸಿದ ನಾಭೀಲಂಬದ ಮೇಲೆ, ಎರಡು ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ಸಂಧಿಸು 
ವುವು. ಅಕ ಕೃ ದೊಡನೆ ಅವು ರಚಿಸುವ ಕೋನಗಳ aun ಮೊತ್ತ ಒಂದು 
ತ್‌. ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


17 )₹ 40% ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಸರಸ್ಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಒಂದು ಜೊತೆ 
ಲಂಬಗಳ ಛೇದನಬಿಂದುವಿನ ಪಥ )3 ಇ 0 (% - 30) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


18 ?0 ಎಂಬ ಒಂದು ಜ್ಯಾದ ಓಟವು ಸ್ಥಿರವಾಗಿದೆ. ?. 0 ಗಳಲ್ಲಿ 
ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳು ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಒಂದು ಲಂಬದ ಮೇಲೆ ಭೇದಿಸುವುವು ಎಂದು 
ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


19 )೫ 2.40% ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಜ್ಯಾಗಳು y= 4bx ಸೆರಾಬೊಲಾವನ್ನು 
ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುದಾದರೆ, ಆ ಜ್ಯಾಗಳ ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳ ಸಥವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


20 ಒಂದು ಜ್ಯಾದ ಕೊನೆಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳು ಪೆರಾಬೊಲಾದ 


ಮೇಲೆ ಸಂಧಿಸಿದರೆ, ಆ ಜ್ಯಾ ದ ಮಧ್ಯಬಿಂದುನಿನ ಪಥವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


21 PQವು ೫-40. ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಒಂದು ಜ್ಯಾ. ಅದು ಅಕ್ಷ 
ವನ್ನು ಔ ನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುದು, P= OP: + 0Q° + 2873 208 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. ಇಲ್ಲಿ ೦ ಶೃ ಂಗ (ಮೂಲಬಿಂದು),, RT ಯು R್ಣR ಮೂಲಕ 
ಎಳೆದ )-ನಿರ್ದೇಶಕ. 
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22 PQ,R,S ಸೆರಾಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ನಾಲ್ಕು ಬಿಂದುಗಳು. 
R ಮೂಲಕ ಎಳೆದ ವ್ಯಾಸವನ್ನು PQ, R’ ನಲ್ಲಿಯೂ, ೧ ಮೂಲಕ ಎಳೆದ 
ವ್ಯಾಸವನ್ನು RS, Q'ನಲ್ಲಿಯೂ ಸಂಧಿಸುವುವು: ೦'೫' ಮತ್ತು 85 ಸಮಾ 
ನಾಂತರವಾಗಿವೆಯೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


ಫಹ ಹ ೫. Q ಹ ೫ಬ. R (X; Y3) ಬಿಂದುಗಳು )3 ಹಾ ಕಜ 
ಪೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಒಂದು ಸ್ವಾನುವರ್ತಿ ತ್ರಿಕೋನವನ್ನು ರಚಿಸುತ್ತವೆ. APQRನ 
ಕ್ಲೇತ್ರಫಲವು ೫೩-೫೫೦-೫೨0 -೨೫ಐ 3-40 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


24 Ix+my-+n=0ಸರಳರೇಖೆಯು) -- 40x ಪೆರಾಬೊಲಾವನ್ನು 
೫, ಲ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುದು. 75, ೦5(5 = ನಾಭಿ) ಪೆರಾಬೊಲಾವನ್ನುು 
ಪುನಃ ॥', ೧', ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸಿದರೆ, ೌ' ೧' ನ ಸಮಾಕರಣ 
nx—my+la=0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


25 x+y +2gx+%2fy+%c=0 ಮತ್ತು )* 4x ಇವುಗಳ 
ಒಂದು ಸಾಮಾನ್ಯ ಜಾ xml ಆಗಿದ್ದರೆ ಇನ್ನೊಂದು ಸಾಮಾನ್ಯ 
ಜ್ಯಾವು 1ಣಿ.%-:(21-- ಗಂ ೫-650 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

26 10.70 3-10 ಸರಳರೇಖೆಯು y= 40% ನ್ನು ಸಂಧಿಸುವ 
ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳ ಛೇದನಬಿಂದು 

2018 + 40118 -- nl 2111 
ಆ ಭಾ 


) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


27 ಒಂದು ವೃತ್ತಕ್ಕೂ, ಒಂದು ಪೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೂ ಇರುವ ನಾಲ್ಕು 
ಸಾಮಾನ್ಯಬಿಂದುಗಳ ಗುರುತ್ವ ಕೇಂದ್ರವು ಅಕ್ಷದ ಮೇಲಿದೆಯೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


28 ಒಂದೇ ಅಕ್ಷ ಮತ್ತು ಒಂದೇ ಚಾಲಕ ಇರುವ ಎರಡು ಸೆರಾಬೊಲಾ 
ಗಳಿವೆ. ಅಕ್ಷ ಚಾಲಕಗಳು ಸ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುವುವು. ಮೊದಲನೆಯ 
ಫೆರಾಬೊಲಾದ ಶೈಂಗ ಸಿ ಮತ್ತು ನಾಭಿ 5. ಎರಡನೆಯ ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಶೃಂಗ 
5. ಎರಡು ಸೆರಾಬೊಲಾಗಳ ಒಂದು ಛೇದನಬಿಂದು ೫. PMನ್ನು ಚಾಲಕಕ್ಕೆ 
ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. AP? = 4AಸX.Aಖ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


29 ಸಿಯ ಶೃಂಗವಾಗಿರುವ ಒಂದು ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಮೇಲೆ 8 ಯು 
ಒಂದು ಚರಬಿಂದು. ಲಿ, ಔಗಳು 8 ಯಿಂದ ಎಳೆದ ಲಂಬಪಾದಗಳು. €ಲ೩ 
ಒಂದು ಸ್ನಿರಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದೆಂದೂ, Aರೌ, ೧R ಒಂದು ಸ್ಥಿರ 
ಸರಳರೇಖೆಯಮೇಲೆ ಸಂಧಿಸುವುವೆಂದೂ ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

F 
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30 ಒಂದು ಸ್ಥಿರಸರಳರೇಖೆಯು ಒಂದು ದತ್ತ ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಚಾಲಕ 
ವನ್ನು ೯ ನಲ್ಲಿಯೂ F್ಥನ ಧ್ರಾವೀಯವನ್ನು ೫' ನಲ್ಲಿಯೂ ಸಂಧಿಸುವುದು. 
ಈ ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಒಂದೊಂದು ಜೊತೆ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಆರಿಸಲಾಗಿದೆ : 
ಇಂತಹ ಬಿಂದುಯುಗ್ಮಗಳಿಂದ ಪೆರಾಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ನಡುವಿನ 
ಕೋನ ಸಮಾನ ಅಥವಾ ಪೂರಕ (Supplementary) ಆಗಿರುವಂತೆ ಈ ಆರಿಸು 
ವಿಕೆಯನ್ನು ಮಾಡಲಾಗಿದೆ. ಈ ಬಿಂದುಯುಗ್ಮಗಳು ರನ್ನು ಹರಾತ್ಮಕವಾಗಿ 
ವಿಭಾಗಿಸುವುವು ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


ಏಳನೆಯ ಅಧ್ಯಾಯ 
ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತ 
7.1 ಕೆಲವು ಪ್ರಮುಖರೇಖೆಗಳ ಸಮಾಕರಣಗಳು-- 


~ 


x2 y2 
pi ಷ್‌ 7 ಸಮಾಕರಣವು ಒಂದು ದೀರ್ಥವೃತ್ತ 


ವನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. [08-081 ] 


(a) ೫ (೧ »ವಿ, Q(x, y) ಎಂಬ ದೀರ್ಫವೃ ತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಎರಡು 
ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಜೋಡಿಸುವ ಜ್ಞಾದ ಸಮಾಕರಣವು 


ಶಿ 
5, --ರಠೃ ವನ್ಯ 
ಸಾ) ಲ ಇಸಾ 


ಈ) ೫ (೩,೫) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ದೀರ್ಥವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮಾ 


ವಾ" 
ಕರಣವು 8-೦ 
೩೭ , ೨] 
TR 


(೧ P(x, 1) ಸಂದು ಆಗಿರುವ ಜ್ಞಾದ ಸಮಾಕರಣ ನ, - ನಿ 
ಹಾ WR YI 


a> mE 


(0) P(x, y) ಎಂಬ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಿನ ಸ್ಪರ್ಶಕಜ್ಯಾ ಮತ್ತು 
ಧ್ರುವೀಯ S,=0 


(೮ P (x,y) ಎಂಬ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಎಳೆದ ಒಂದು ಜೊತೆ 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಒಟ್ಟು ಸಮಾಕರಣವು 5ಕ್ಕೆ =, 


23 3 x” XX + 
ಫೊ ತುದ 0-3) 
7.2 ದೀರ್ಥವೃತ್ತ ಮತ್ತು ಸರಳರೇಖೆ 
೫೨ y> 


y= mx +c ಸರಳರೇಖೆಯೂ ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುಗಳ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳನ್ನು 
ಈ ಸಮಾಕರಣಗಳಲ್ಲಿ * ೫ ಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುವುದರ ಮೂಲಕ ಪಡೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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(mx + €)₹ 
TE 
(am + b)x°+2macx+ac — ah =0 
ಇದು * ನಲ್ಲಿ ವರ್ಗಸಮಿಾಕರಣ. ಆದ್ದ ರಿಂದ ಸಾಮಾನ್ಯ ವಾಗಿ ಒಂದು 
ಸರಳರೇಖೆ ಮತ್ತು ದೀರ್ಫವೃತ್ತ ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುವಪ. ಈ ವರ್ಗ 
ಸಮಾಕರಣದ ಶೋಧಕವು “ೂನ್ಯವಾಗಿದ್ದ ರೆ ಸರಳರೇಖೆಯು ದೀರ್ಫವೃ ತ್ತ ಕ್ಸೈ 
ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಿರುವುದು. 
"ಗೈ ಹಾ 4/34 -- 4 (08 + (3712) (0308 -- ab) ಎ0 
= ಯಯ? 4 (7.1) 
_ mನ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ, » ಎ mx + vam + b> ದೀರ್ಫವೃತ್ತಕೆ gs 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳಾಗಿವೆ. ಅಂದರೆ, ಒಂದು ದತ್ತ ಬೆಲೆ ?ಃ ಗೆ ಅನುರೂಪವಾಗಿ, 
yp =mx + x/am? +b 
y=mx— 4/am + b? 
ಎಂಬ ಎರಡು ಸಮಾನಾಂತರ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ದೊರೆಯುವುವು. ಇವುಗಳ ಸ್ಪರ್ಶಕ 
ಜ್ಯಾವು ಒಂದು ವ್ಯಾಸವೆಂದು ಸ ಸುಲಭವಾಗಿ ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 


7.3 ನಿಯಾಮಕ ವೃತ್ತ-- 
p=mx+4/am +h ಎಂಬ ಒಂದು ಸ್ಪರ್ಶಕವು P (x, Y) ಬಿಂದು 
ವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗಲಿ. ಇದರ ನಿಯಮ, 
೫] ನಾ mx; + am +h 
ಎ. (0 -- mx) = am +h 
(ತ -ಯ ಗಳಿ -2೭ ೫, 7೫ ೫೭ -ಈಊಎ0 
ಇದು m ನಲ್ಲಿ ವರ್ಗಸಮಾಕರಣ. ಆದ್ದರಿಂದ, ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಒಂದು 
ದತ್ತಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಎರಡು ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ಸಾಗುವುವು. 
P (x, ೨) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಒಂದು ಜೊತೆ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ 
ನಡುನಿನ ಕೋನ 7 ಆಗಿದ್ದರೆ, 
mm ನಾ -- 1, 7, m; ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಓಟಗಳು. ಅವು ವರ್ಗ ಸಮಾ 
ಕರಣದ ಮೂಲಗಳೂ ಹೌದು. 
ತೆ ಸೊ b> 


«MyM ES TT dy ] 
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* P(x, y) ಬಿಂದುವಿನ ಪಥ 
x -+y=a+h (7.2) 
ಇದು ದೀರ್ಫವೃತ್ತದೊಡನೆ ಏಕಕೇಂದ್ರೀಯವೃತ್ತವಾಗಿದೆ. ಇದರ 
ತ್ರಿಜ್ಯ = 4 a> ಡ್ಯ 2 
ಆದ್ದರಿಂದ, ದೀರ್ಫ್ಥವ್ಳ ತ್ತ ಕ್ಕ ಎಳೆದ ಲಂಬಸ ಸ್ಚರ್ಶಕಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದುವಿನ 
ಪಥ ಒಂದು ಏಕಕೇಂದ್ರೀಯ ವೃ ತ್ರ ವಾಗಿದೆ. kag ಹೆಸರು ನಿಯಾಮಕವ ತ್ತ. 


ಉದಾಹರಣೆ 
(1) ನಿಯಾಮಕವೃತ್ತದ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ಇನ್ನೊಂದು 
ಕ್ರಮ. 
P (x,, y) ಚರಬಿಂದುವಿನ ಒಂದು ಸ್ಥಾನವಾಗಿರಲಿ. P ಯಿಂದ 
ಡೆ | 


೫ 
ಡೆ — I= 0 ~~ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಒಟ್ಟು ಸಮಾಕರಣವು 


ಮ ಸ 


ಜಸ ತೂ ಕೋನ ನರರ 


ಚ್ಯಾ ತಿ 
* ೫-1) (ಲಿ a 1 pl 
೫೨-೫೫ =a’ +h 
" P(x,y) ರ ಪಥವು 
x+y=a +h (7.2) 
(2) ಲಂಬಸ್ಸ ರ್ಶಕಗಳ ಸ ಸ್ಪರ್ಶಕಜ್ಯಾದ ಮಧ್ಯ್ಯಬಿಂದುವಿನ ಪಥವನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಮಧ್ಯಬಿಂದು P (x,, y) ಎಂದಿರಲಿ. ಜ್ಯಾದ ಸಮಾಕರಣವು 


2೧; ¥}1 ೫3 ಸ್ಯ (1) 
FRE ET 


ಈ ಜ್ಯಾವು 0 (೫. ೪) ರಿಂದ ಎಳೆದ ಲಂಬಸ ನ್ಫೃರ್ಶಕಗಳ ಸ್ಪರ್ಶಕಜ್ಯಾ 
ಆಗಿರಲಿ. 


೨೫೩ 


3 ಎ (2) 
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(1) ಮತ್ತು (2) ಸರ್ವಸಮವಾಗಿವೆ. 


2 


3% ನನಸು ಸಾ 


೧0 (೫, ೫) ನಿಯಾಮಕ ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿದೆ. 
Edd 
2 
(ಯ 
ಗ P (x, ೫) ಬಿಂದುವಿನ ಪಥ 
x2 + y2 ಡೆ 4 2 


XP NE Ob 


(3) ಕೇಂದ್ರದಲ್ಲಿ ಲಂಬಕೋನ 
ವನ್ನು ರಚಿಸುವಂತಹ ಜ್ಯಾಗಳ 
ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳ ಪಥವನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಮಧ್ಯಬಿಂದು? (%,, }y1)) ಎಂದಿ 
ರಲಿ. ಜ್ನಾದ ಸಮಾಕರಣವು 


ಶಿ 
ಚಿತ, 7.1 XX PAN TE ಹ್ಞಿ 
ಲ 1 1 1 1 
ATH ETE 


ಇದು ದೀರ್ಥವೃತ್ತವನ್ನು ೧, ೫ ಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸಲಿ. /೦೦೫೩ ಎ 3 ಎಂದು 
ದತ್ತವಾಗಿದೆ. ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತದ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ೦೮೫ ನ ಸಮಾಕರಣದ 
ಸಹಾಯದಿಂದ ಸಮಾನಘಾತಿಸಬೇಕು. 


EE ಟ್‌ ೫" ಎ ತಜಿ NAN 
(3+ )(5 (CE) 
ಇದು ೦೦, ೦೫ ಗಳ ಒಟ್ಟು ಸಮಾಕರಣ. /Q೦R- ಆಗಿರ 
ಬೇಕಾದರೆ ನಿಯಮವು 


kp san 
a? ' ॥₹ a? ' ॥8 a 064 
" P(X,y) ರ ಪಥವು 

ಬ + 55) ಗ ಪ — (ax + by) = 0 
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(4) Ix-+my-+n=0,I'x-tmy+n=0 ಸರಳರೇಖೆಗಳು 
x2 y3 
3 ರಾ —1=0 ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಒಂದು ಜೊತೆ ಅನುವರ್ತಿರೇಖೆ 
ಗಳಾಗಿರಲು ನಿಯಮ. 
Ix-+my-+n=0M ಧ್ರುವ P(x, y) ಎಂದಿರಲ್ಲಿ. 


NN ACN 
pe Fre ಮತ್ತು 1x4my +n=0 


ಸರ್ವಸಮವಾಗಿವೆ. 


7೫ ಯು /1'3 3-71) +n ಇ0 ಮೇಲೆ ಇದೆ. 
all + 01/170೫ = nn’ (7.3) 
ಇದು ಬೇಕಾದ ನಿಯಮ. 


7.4 ಉತ್ಕೇಂದ್ರ ಕೋನ ಮತ್ತು ಉಪನವೃತ್ತ-- 


2 
ನ ತ ಜಾ ಮಾಗಿಯ ದೀರ್ಫ್ಥಾಕ್ಸವು ವ್ಯಾಸವಾಗಿರುವ (ಗಿ.ಗಿ.') 


ವೃತ್ತವನ್ನು ರಚಿಸಬೇಕು. ಇದರ ಸಮಾಕರಣ ೫೨433 ಎ 0. ಈ ವೃತ್ತದ 


ಹಾಯ 
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ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದುಗಳ ಪ್ರಾಚಲ ಸಮಾಕರಣಗಳು 


KA ಛಡಿ py ಆಗಿವೆ. 
y=asin0 


P' ಇಂತಹ ಒಂದು ಬಿಂದು. ?P' ನಿಂದ P'N ನ್ನು ದೀರ್ಫಾಕ್ಷಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿ 
ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. ಇದು ದೀರ್ಥವೃತ್ತವನ್ನು ೌ ಯಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ. ಆಗ 
Pp ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (4 025 6, NP) ಆಗಿವೆ. P ಯು ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ 
ಮೇಲಿದೆ. 
a> 00880 NP 
ಕಾಡಾ 
“ 2೫0 ಜಾ 2-0 6170 
0 <0 ಆಇ ಆಗಿರುವಾಗ NP > 0 ಆಗಿದೆ. 
7 ೯ 6 ಆ27 ಆಗಿರುವಾಗ NP <0 ಆಗಿದೆ. 
“ NP=+bhsin# ಎಂದು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳುತ್ತೇವೆ. 
Pp’ ವೃತ್ತದ ಮೇಲೆ ಚಲಿಸಿದಂತೆ (ಅಂದರೆ 9 ದ ಬೆಲೆ 0 ಯಿಂದ ತೊಡಗಿ 
2nಗೆ ಏರಿದಂತೆ) P ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಮೇಲೆ ಚಲಿಸುವುದು. ಆದ್ದರಿಂದ 6ದ 
ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ, P(a cos 0, b sin 8) ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವುದು. 


= | 


“Ee 06060 ಗಡ್‌ ನ ತ 
ಸವ] ವೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಪ್ರಾಚಲ ಸಮಾಕರಣಗಳು. (7.4) 


9 ಪ್ರಾಚಲ. 0 ಕೋನವನ್ನು P ಬಿಂದುವಿನ ಉತ್ಸೇಂದ್ರಕೋನವೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇದನ್ನು ನಿರ್ಧರಿಸಲು ಸಹಾಯಕವಾಗಿರುವ 4-೫? = ಯನ್ನು 
ಉಪವೃತ್ತವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 

೫, ೫' ಗಳನ್ನು ಒಂದು ಜೊತೆ ಅನುರೂಪ ಬಿಂದುಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಅವು ದೀರ್ಫಾಕ್ಸದ ಒಂದೇ ಪಾರ್ಶ್ವದಲ್ಲಿವೆ ಎಂಬುದು ಗಮನಾರ್ಹ. 

70೦೦ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಒಂದು ವ್ಯಾಸವಾಗಿರಲಿ. ಯು (a cos 6, b sin 6) 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ಇವು (- ೮೦೦886, - 0170) ಆಗಿರುವುದು. ಆದ್ದರಿಂದ 0 ವಿನ 
ಉತ್ಸೇಂದ್ರಕೋನ 0-7 ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. ಹೀಗೆ, ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ 
ಒಂದು ಜೊತೆ ವ್ಯಾಸೀಯ ವಿರೋಧ ಬಿಂದುಗಳ ಉತ್ಕ್ರೇಂದ್ರಕೋನಗಳ 
ವ್ಯತ್ಯಾಸ ಗ (ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ 7 ಯೆ ವಿಷಮಗುಣಕ) ಆಗಿದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ ಣ್ಣ 
(1) "0, "4' ಗಳನ್ನು ಜೋಡಿಸುನ ಜ್ಯಾದ ಸಮಾಕರಣ. 


ರ Cd 
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ಆ ಬಿಂದುಗಳು 8 (40080, 01೧0) ಮತ್ತು Q(acos 4, b sin $) 
ಎಂದಿರಲಿ, 70 ವಿನ ಸಮಾಕರಣವು 
೫ --00080 ಹ y— bsin6 
a(cos 6 -- 005) b(sin0 — sing) 
ಇದರ ಸರಳೀಕೃತ ರೂಪ 


೫.614 ೫ ಕೆರಳ OO 0-4 
ಟಾ ನ psn 5 = 0೧೪ ವ 


ಛ = 0 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದರೆ '0' ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕವು 
ದೊರೆಯುವುದು. ಅದು 
Xx ಘ್‌ 
5 080 +sind=1 
5, =0 ಸಮಾಕರಣದಲ್ಲಿ: = ೩೦೦58, », = bಿsinಗೆ ಎಂದು ಆದೇಶಿ 
ಸಿದರೆ ಇದೇ ಸಮಾಕರಣ ದೊರೆಯುವುದೆಂದು ಗಮನಿಸಬೇಕು. 


(2) 6, $ ಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದು. 
x cos 6 


y sin 6 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ಜಾ] 
೫೦೦5ಳ ying 

a ey 


ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ೬, ೪ ಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುವುದರ ಮೂಲಕ ಛೇದನ ಬಿಂದುವು 
8-4 6--1ೃ 


p pb sin p 
0— 0 6-- 
COS 5 COs ಸ 


ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. 


1 


1008 


(3) ನಾಭಿಗಳಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶಕಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಲಂಬ ಪಾದಗಳ ಪಥ. 
ಒಂದು ಸ್ಪರ್ಶಕ » = mx -- 1/03 4 08 ಎಂದಿರಲಿ, 
5 (10, 0) ಯಿಂದ ಇದರ ಮೇಲೆ ಎಳೆದ ಲಂಬವು 


1 
y= — x—ae) ಆಗಿದೆ. 
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ಲಂಬಪಾದದ ಪಥದ ಸಮಾಕರಣ ಪಡೆಯಲು ಈ ಎರಡು ಸಮಾಕರಣಗಳಲ್ಲಿ 
mನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಬೇಕು. 


() — mx) + (my + 203 ಡಾ 


atm? + 88 + ae? 
(x + )ಖ (1 +m) 


=A( 4m), 
ಸಥ ಸಮಾಕರಣವು *: 4+ ೫ ಹಾ ೩ 
ಇದು ಉಪವೃತ್ತ. 


" ಒಂದು ಧೀನ. ತ್ತದ ಸ ಸ್ಸರ್ಶಕಗಳಿಗೆ ಅದರ ನಾಭಿಗಳಿಂದ ಎಳೆದ 
ರಟ ಸಥವು ಉಪವೃ ತ್ತ ಹೆಸ 


. 03 ಹ ಗೆ(1 ೨) 


(4) ನಾಭಿಗಳಿಂದ ಸ 


ನೃರ್ಶಕದ ಲಂಬ ದೂರಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧ. 
ಒಂದು ಸ 


ಸ್ಫರ್ಶಕ y=myx + 4/am + ೫ ಎಂದಿರಲಿ. 
S (00, 0), S’' (—ae, 0) ಗಳಿಂದ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳು SM. 5'1/' ಆಗಿದ್ದರೆ 
mae —+ vam + b> 


a 


11 +m 


— mae + am +h 
SM’ = ಹ ನ್‌್‌ 


SM SM: ಎಎ am” + 0೩ — mae? 
|] —+ ಗ್‌ 187 
ಗ್ರ mb? + b> ತ್‌ 
] -.- 713 
* ನಾಭಿಗಳಿಂದ ಒಂದು 


'ಹ್ರಸ್ವಾಕ್ಸದ ಅರ್ಧದ ವರ್ಗಕ್ಕೆ 


ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಲಂಬದೂರಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧ ವು 
ಸಮಾ ಉಗಿದೆ. 


7.5 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಲಂಬ, ಸಹಲಂಬ ಬಿಂದುಗಳು? . ),) 
ಬಿಂದು ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರಲಿ. ೫ ಯಲ್ಲಿ ದೀರ್ಥವೃತ ಕೆ ಎಳೆದ ಲಂಬದ 
ಸಮಾಕರಣವು 


೫7೫೯5 (DE 


x3 ತ dx ya® 
ps `` ಕ್‌ ್‌ 
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| 9 
ಲಂಬದ ಸಮಾಕರಣವು ೫» - ೫ = + i — x1) 


b3x; 
ax ೫) 

ಅಥವಾ, — - ವಾ 08 — bp? ye 
ಥವಾ, 5-೨ (7.5) 
" (4೦s, b sin 0) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬವು 

ax by 
ಹ ಘಜ ಕ್ಕ - ಅರು ಗಡೆ ಗಿಡಿ 
ವಾತ್ತಾಕಣಿ ಳಿಗಿಡೆ. (7.6) 


ಈ ಲಂಬವು ಒಂದು ದತ್ತ ಬಿಂದು ೧ (, ್ಣ) ಮೂಲಕ ಸಾಗಲಿ. 


0 
tan ನಕ! ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದರೆ, ಈ ಸಮಾಕರಣವು, 


ಆತ ಶಕ ೨೬೧ ಕಶಕ. ಎ ದಾಸತ್ತಿತ. 

" bkt* + 2 (01 -- 8 -- |) (3 4.2 (01 -- 08 -..- 8) (-ಶಿಹ.0 

ಇದು / ಯಲ್ಲಿ ನಾಲ್ಕನೆಯ ಘಾತದ ಸಮಾಕರಣ. ... ಇದಕ್ಕೆ ಸಾಮಾನ್ಯ 

ವಾಗಿ ನಾಲ್ಕು ಮೂಲಗಳಿವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ, ಒಂದು ದತ್ತಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ 

ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ನಾಲ್ಕು ಲಂಬಗಳು ಸಾಗುವುವು. ಇಂತಹ 

ಲಂಬ ಪಾದಗಳನ್ನು ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಸಹಲಂಬಬಿಂದುಗಳ ಒಂದು 
ಗಣ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಮೇಲಿನ ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳು 1, 1,1,1 ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ, 


ty = tan ki) ಇತ್ಯಾದಿ. ಇಲ್ಲಿ 0 ಒಂದು ಲಂಬ ಪಾದದ ಉತ್ಸೇಂದ್ರ ಕೋನ 


2 
ವಾಗುವುದು. 
2 (ah + a> — b5) 
J ಗ 7೫ 
2tyt ರಾಗಿ 
2 (61 -- a? + ರಿಸ) 
ಐ2ಗ್ಗ ಓತಳ್ಳ್ಯಾಗ್‌ ನಾ: ಸ ಸ್‌ 


bk 


ttt = ್‌ | 
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4 Zt Zhtts 
os (5+ 5+ TIA 


ಶೂನ್ಯವಲ್ಲದ ಸಂಖ್ಯೆ 


44h ಇ ಸ 
ರ್‌ ತ್‌ಾ ರ ವಿಷಮ ಅಪವರ್ತ್ಯ 
= (2n +1) pa n ಒಂದು ಪೂರ್ಣಾಂಕ 
ಸ್ಯ 6. --6್ಠ-3-0ೃ್ಯ--ಗ್ಕ ಇ (2/1--1)17, 11 el (7.7 


-. ಒಂದು ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನ ಸಹ ಲಂಬ ಬಿಂದುಗಳ ಉತ್ಸೇಂದ್ರ ಕೋನಗಳ 


ಮೊತ್ತ ೫ ಯ ಒಂದು ವಿಷಮ ಅಪವರ್ತ್ಯ. 


ಉದಾಹರಣೆ 
(1) ೩,8,೪ ಉತ್ಕೇಂದ್ರಕೋನಗಳಾಗಿರುವ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬ 
ಗಳು ಏಕಬಿಂದುಸ್ಥ ವಾದರೆ «11 (0 +7) + sin(y +a) 3-೯8 (ಇ -- 6) ಎ0 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ 
a, 8, ೪ ಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳು ೧(, k) ಯಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸಲಿ. ನಿಂದ 
ಎಳೆದ ನಾಲ್ಕನೆಯ ಲಂಬದ ಪಾದದ ಉತ್ಕೇಂದ್ರಕೋನ 8 ಎಂದಿರಲಿ. ಆಗ 
ಹಿಂದಿನ ಪ ಕಮೇಯದ ಪ್ರ ಪ್ರಕಾರ, 


a B a B y ಕಿ 
) tan tan 5 ಹ ಮತ್ತು Lan Te > tan > tan ಸ್ಯ ಹ | 


° 
ಇವೆರಡು ಸಮಾಕರಣಗಳಲ್ಲಿ tan 5 ನ್ನು ವಿಸ ರ್ಜಿಸಬೇಕು. 


a B B y ) a 
tan ಸ್ವ tan —- + tan pe ಸಾ tan —- tan = 


8 ತ 

+ tan 5 ( tan —— 4 tan — +tan | = 0 ಎಂದು 
ಕ 

ಮೊದಲಿನ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಬರೆಯಬಹುದು. ೩ 3 ವಿಸರ್ಜಿಸಿದರೆ, 


a 6 a 08 
) tan kn 7 ರರ ) cot cot 5 =) 


a, /,7/ 4,5,7 
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0083 ಳಿ — 6178 5- sin ಜು 
a B a B 


sin — sin <—— cos — cos — 
2 ಔಣ 2 9 


, 008 ಇ 7- 008 ಕ cosB+cosy cosy-+-cosa 
<in asin 8 sin 0 sin y sin y sina 
“sn(a+PB)-+sin(8+y)-+sinGy+a)=0 


೫ ಹಿ B ಲೃತ್ರಾ ಗಳು ಒಂದು ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಸಹಲಂಬ 
ಬಿಂದುಗಳ ಒಂದು ಗಣ. ಗಿ8 ಯೆ ಸಮಾಕರಣ [x4+m-1=0 
ಎಂದಿದ್ದರೆ CD ಯೆ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ದತ್ತ ಸಹಲಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳು ?ೌ (ಹ, 1) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಸಂಧಿಸಲಿ. ರೌ ಯಿಂದ ಎಳೆದ ಒಂದು ಲಂಬಪಾದವು (ಲ ೫) ಎಂದಿದ್ದರೆ 
08 )3 
ಈ ಲಂಬದ ಸಮಾಕರಣವು *. -- ಜ| 
1 


1 


ಇದು ೌ (h, k) ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದು. 


" P ಯಿಂದ ಎಳೆದ ನಾಲ್ಕು ಲಂಬಪಾದಗಳು 

ath bk 

Xx 8 

(a? — b>) xy + bkx — ೧1) ಎ0 ವಕ್ರರೇಖೆ ಮತ್ತು 

ಜ್‌ ಟ್‌ 

ರಜಾ: 1 ೯.0 ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತ ಇವುಗಳ ಮೇಲೆ ಇವೆ. 

`` ABC,D ಬಿಂದುಗಳು ಈ ಎರಡು ವಕ್ರರೇಖೆಗಳ ನಾಲ್ಕು 
ಭೇದನಬಿಂದುಗಳು. 

ಈಗ AB ಯ ಸಖಾಾಕರಣ/x + my 1 =0 


cD ಯ ಸಮಾಕರಣ!/x 3-11) --1 ಎ0 ಎಂದಿರಲಿ. 


= 0-0 ಅಥವಾ 


2 2 
ತ್ತ (3 A ತೆ )- Alx+my— 1Ux+my—1)=0 


ಎಂಬ ಸಮಾಕರಣವುಸಿದ ಎಲ್ಲ ಜೆಲೆಗಳಿಗೂ ಗಿ ೫,೮, ೫ ಗಳ ಮೂಲಕ 
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ಸಾಗುವ ವಕ್ರರೇಖೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. ಆದ್ದರಿಂದ ಸದ ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ 
ಬೆಲೆಗೆ ಇದು 
(a? — ರ) + 83 -- athy =0 ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು ಸೂಚಿಸಬೇಕು. 
| | 
PN ಹಾ 0, Amm’ + 72 = ಮತ್ತು-1-+A-=0 
ಹ | 
a pm 


Ls ಸತ 
. ೦೫ ಯ ಸಮಾಕರಣ 2 +2 +1-0 
ಫಟ: ಹ al ' ರಿಶಿ? ಬ 


7.6 ಚಕ್ರೀಯ ಬಿಂದುಗಳು 


೫% 8 


ಡ್‌ ತ 5 —1=0 ದೀರ್ಥವೃತ್ತವೂ 
22 ೨೫ ಪ್ರ 2೩/೫೨. ೇಇಾ0 ವೃತ್ತವೂ ಗಿ (00090, 0 110) 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸಲಿ. 
" 08300930 + 081030 + 28೧0050 + 2/0 591/10 .. ಎ0 
tan ಕೈನ / ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿ ಸರಳೀಕರಿಸಿದರೆ, 
(02 .- ಆ -- 248) (4 -- 46/13 .-2 (6 -- 288 -- a) 
--406/1--(--08-- 208) 70 
ಇದು / ಯಲ್ಲಿ ನಾಲ್ಕನೆಯ ಘಾತದ ಸಮಾಕರಣ. ಆದ್ದರಿಂದ ಸಾಮಾನ್ಯ 
ವಾಗಿ ಇದಕ್ಕೆ ನಾಲ್ಕು ಮೂಲಗಳಿವೆ. ಒಂದು ವೃತ್ತವೂ ಒಂದು ದೀರ್ಫ.: 
ವೃತ್ತವೂ ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ನಾಲ್ಕು ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೀದಿಸುವುವು ಎಂದು ಇವು 
ತೋರಿಸುತ್ತವೆ. ಈ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಚಕ್ರೀಯ 
ಬಿಂದುಗಳ ಒಂದು ಗಣವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಮೇಲಿನ ಸವಿತಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳು 1,1,1,1, ಎಂದಿರಲಿ. ಆಗ, 


0, 
1 = tan 5, ಇತ್ಕಾದಿ. ಇಲ್ಲಿ 6, ಒಂದು ಚಕ್ರೀಯ ಬಿಂದುವಿನ ಉತ್ಕೇಂದ್ರ 


2 
ಕೋನವಾಗಿದೆ. 
—4bf 
2 03 -- ೮ --208 
2 218 ಯ 
RE 


a+c—2ag 
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--410/ 
a 3. 0-208 
€1- 04-208 
a-+c— 208 
ಲ್ಕ ಗ ), ) ಕ್ಷ 
ಸ ರ ಟ್ಟ ಬ ಸಜ 
2 | ಸ Ztity+titatsta 
ಸ ಸ 

0, 7% 0 | 6 ರ್ಕ 6 


2 


“ttt ಮತಿ 


ttt at ಹಾ 


-—=nn, nel 


© 040,400, ಎ17 (7.8) 
ಆದ್ದರಿಂದ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಚಕ್ರೀಯ ಬಿಂದುಗಳ ಒಂದು 
ಗಣದ ಉತ್ಸೇಂದ್ರ ಕೋನಗಳ ಮೊತ್ತ7 ಯ ಒಂದು ಸಮ ಅಸವರ್ತ್ಯ. 


ಉದಾಹರಣೆ 
(1) ಮೇಲಿನ ಉದಾಹರಣೆಯಲ್ಲಿ ವೃತ ತ್ತ, ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತಗಳ ಯಾವುದೇ 
ಒಂದು ಜೊತೆ ಸಾಮಾನ ್ಯಜ್ಯಾಗಳು ದೀರ್ಫೆನ್ನ ತ್ತದ ಅಕ್ಟೃಗಳಿಗೆ ಸಮಾನವಾಗಿ 
ಖಾಗಿಕೊಂಡಿನವೆ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
ARC ಚಕ್ರೀಯ ಬಿಂದುಗಳ ಉತ್ಸೇಂದ್ರ ಕೋನಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ 
0, ಕೃ, 6, ಕ್ಕ ಎಂದಿರಲಿ. 
“14+044%04+=2nn, nel 
AB, CD ಎಂಬ ಒಂದು ಜೊತೆ ಸಾಮಾನ್ಯ ಜ್ಯಾಗಳನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. 


ಠಿ ೫. 
8 ಯ ಓಟ ನ್ವ 001 -ನ್ವ್ವ” 
ಶಿ ಸ ಶಿ... 2m 80) 
೮೧0 ಯ SE CT ಸ. ಇ 
b 9, +6 
Cot ಸ 


". AB,CD ಗಳು 2-ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ (ದೀರ್ಥಾಕ್ಬ), ಅದರಂತೆಯೇ 
೨-ಅಕ್ಸಕ್ಕೆ (ಪ್ರಸ್ವಾಕ್ಸ) ಸಹ, ಸಮಾನವಾಗಿ ಬಾಗಿಕೊಂಡಿವೆ. 
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(2) A,B,C, ೫ ಸಹಲಂಬ ಬಿಂದುಗಳ ಒಂದು ಗಣ. ಗಿ.8೦ ಯ 
ಪರಿವೃತ್ತ ದೀರ್ಫವೃತ್ತವನ್ನು ಪುನಃ D' ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುವುದು. DD’ 
ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತದ ವ್ಯಾಸವೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

A,B,C,D ಗಳ ಉತ್ಕೇಂದ್ರ ಕೋನಗಳು 1,0, 0,0, ಎಂದೂ 
D'ನದು ' ಎಂದೂ ಇರಲಿ. 

ಆಗ, 01-4404 =(2n-+1)7, 11 
ಮತ್ತು, 0 +0,4+60,-+60 = 2717, mel 
Ah =l2n—m+l]n 

= 7 ಯ ಒಂದು ವಿಷಮ ಅಪವರ್ತ್ಯ. 
". DD’ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ವ್ಯಾಸವಾಗಿದೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸ 7.1 

1 ನಾಭಿಯು (3,1) ಮತ್ತು ಚಾಲಕ x-y-+6=0 ಮತ್ತು 

ಉತ್ಸೇಂದ್ರತೆ } ಇರುವ ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಸಮಾಕರಣ 
728 4 2xy +7) — 60% -- 4)--44 ಎ0 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

2 ಒಂದು ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ, ನಾಭಿ ಮತ್ತು ಉತ್ಸೇಂದ್ರತೆ 
ಕ್ರಮವಾಗಿ (2, --1), (1.- 2), 4 ಎಂದಿದ್ದರೆ ಆ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ 
ಸಮಾಕರಣ 

31x? -- 2xy + 31y° — 66% 3-126) + 127 =0 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

3 4x24 3y:= 36 ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಉತ್ಸೇಂದ್ರತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

4 ಣಿ 9)3-- 8: --18)--23 ೯೬0 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಕೇಂದ್ರ 
(1, -1), ಅಕ್ಸಗಳ ಉದ್ದ 6,4 ಮತ್ತು ಉತ್ಸೇಂದ್ರತೆ ಬ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


5 ಒಂದು ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ನಾಭೀಲಂಬದ ಒಂದು ಕೊನೆಯಲ್ಲಿ ಎಳೆದ 
ಲಂಬವು ಹ್ರಸ್ವಾಕ್ಸದ ಒಂದು ಕೊನೆಯ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದಾದರೆ, ಆ ದೀರ್ಫ 
ವೃತ್ತದ ಉತ್ಸೇಂದ್ರತೆ 06ಯು 043 08-120 ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ತಾಳೆ 
ಮಾಡುವುದೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
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6 ಒಂದು ವೃತ್ತವ್ಯವಸ್ಲೆಯೂ ಒಂದು ದೀರ್ಫ್ಪನ್ನತ್ತವೂ ಎರಡು ಸ್ಲಿರ 
ಯ. ಬ್ರೂ 
ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಿದರೆ, ಉಳಿದ ಎರಡು ಛೇದನಬಿಂದುಗಳ ಜೋಡಣೆ 
ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಒಂದು ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಯನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸುವುದೆಂದು 
ಥಿ ತ್ಮ 
ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
7 ಗ0ು-1೫) 10 (೫-11) -1ಷಾ0 ಸರಳರೇಖೆಗಳು 
x? 3 
ಡಿ 7 | =0 ದೀರ್ಫವೃತ್ತವನ್ನು A,B,C,D ಎಂಬ ನಾಲ್ಕು ಚಕ್ರೀಯ 
ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುವು. ABCD ವೃತ್ತದ ಸಮಾಕರಣವು 
(0/7 + (313) /' (x+y) 1(೧38-- 0) (1-1) 


a a. al 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


2 2 
8 Ix+my+n=0 ಸರಳರೇಖೆಯು %+73-1-=0 
ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತದ ಲಂಬವಾಗಲು ನಿಯಮ 


a> p> (4? — ಗಿಸ)3 


ಬಟ. 112 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
x2 y2 
9 a }=0 ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತದ ಲಂಬಜ್ಯಾಗಳ ಧ್ರುವಪಥವು 


aS 06 
ಇ 4 ಸಸ (4 - ರ?) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


ತ + —1=0 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ "0, "4' 


42 


ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳ ಛೇದನಬಿಂದು 


10 


ಕ 0--4 
a — b> ಆ 
cos 0 ೦೦94 .— ಶೆ » 
0—$ 
COS p ನೆ 
is 
pc 4 in — 
sin 0 sin es 
L A 
Wp 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
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11 ಮೇಲಿನ ಪ್ರ ಶ್ರೈಯಲ್ಲಿ ಛೇದನ ಬಿಂದು್ಥೌ ಎಂದಿರಲಿ. "4 ಬಿಂದುವು 

"0' ವನ್ನು ಸಮಾನಿಸಿ “ಕೊನೆಯಲ್ಲಿ "0? ದೊಡನೆ ಐಕ್ಯವಾದಾಗ Pಯೆಸಾ ನ 
b> ಡಿಸ b> 
೧ ಆಗಿರಲಿ. ೧0 ಬಿಂದುವು ಹಾತ್‌ 00880, — (6 ; ) sin® | 
ಎಂದೂ "ಕು ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಮೇಲೆ ಚಲಿಸಿದಂತೆ ೧ ವಿನ ಪಥವು 
(ax)? + (by) = (a? -- 12) ೩/1 

ಎಂದೂ ಸಾಧಿಸಿರಿ. (ಈ ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತದ evolute — 
ಲಂಬಸ್ಪರ್ಶಿತ--ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


“2 
೫ 


12 ಔಯು 510 ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಬಿಂದು. ಲಿ 


ಉಪವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಅನುರೂಪ ಬಿಂದು. ? ಮತ್ತು ೧ ಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ 
ಲಂಬಗಳು ಔ ನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುವು. Rನ ಪಥ 
x>+y?=(a+ bh) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


x2 3 
13 ನಂ ರುಸ 1 ಎ0ಯ ಒಂದು ಲಂಬ ಜ್ಞಾ ಇದೆ. 
a” 18 ಠಿ 
02 b> 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


14 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಒಂದು ಜೊತೆ ಲಂಬಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿವೆ. 
ಅವು ದೀರ್ಫಾಕ್ಬದ ಮೇಲೆ ರಚಿಸುವ ರೇಖಾಂತರಗಳುೂ ಸ, | ಆಗಿದ್ದರೆ 
| ಟಿ 
ತ ಲು ವ 
A2 | p> bt 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


15 ಸ —1—=0Mಯ ಮೇಲಿರುವ ಸಹಲಂಬ ಬಿಂದುಗಳ 


ಫ್‌ 
ಒಂದು ಗಣ(x,, yr), r = 1,2,3,4 ಆಗಿದ್ದರಿ ೫x. 2೫-4 ಎಂದು 
ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
"16 P(acos8,b sin 6) ದಿಂದ PS, PS’ ಗಳನ್ನು (5, 5' ನಾಭಿಗಳು) 
ಎಳೆದು ದೀರ್ಥವೃತ್ತವನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ ೦, ॥ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವಂತೆ 
ವೃದ್ಧಿ ಸಲಾಗಿದೆ. QR ನ ಸಮಾಕರಣವು 


೫ (1!  €ಔೌ 


x 
ಹ 906 ಹ rr ES sins +10 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
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17 ಮೇಲಿನ ಪ್ರಶ್ನೆಯಲ್ಲಿ P ಯು ಚಲಿಸಿದಂತೆ QR ರೇಖೆಯು 
288 (1 -- ee) )30 (1 +e)” 
ಆ. ' ರಿ1- ಆಈ) | 
ಮ್‌ ay? (1 ಡ್ಯ 3) + Dx ೩೬.೫ ಈ 
ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುದೆಂ ದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
18 ಪ್ರಶ್ನೆ 16 ರಲ್ಲಿ 8 ಯು ಚಲಿಸಿದಂತೆ, ೧೩ನ ಧ್ರುವಸಥವು 


22 Xx 
(1 +e 


2 yp: 
+4-— ep: 


2 
a> 12 


19 ಪ್ರಶ್ನೆ 16ರಲ್ಲಿ ೮ ಮತ್ತು ಔRಗಳ ಉತ್ಸೇಂದ್ರ ಕೋನಗಳು $ ಮತ್ತು 


= (1 + ಆ)? ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


ಗೆ ಚ 
ಚೆ ಎಂದಿದ್ದರೆ? ಯ ಎಲ್ಲ ಸ್ಥಾನಗಳಿಗೂ tan ನ್ವ- cot ಸ್ವಾನ ಒಂದು ಸ್ಥಿರಾಂಕ 
ವೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


20 ೫ ಎಂಬ ಚರಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಸಿರ ದಿಕ್ಳುಗಳಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ 
೫0,8೫, ಮತ್ತು PR, ಎನ್ನುವ ಎರಡು ಛೇದಕಗಳನ್ನು ದೀರ್ಥವೃತ್ತಕ್ಕೆ 
ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳು ೧,,R; ಮತ್ತು ಲ್ಹಿ ಣೃ, ೫? ಯ ಎಲ್ಲ 

ಹಟ್ರಿ. PR 
ಸ್ಥಾನಗಳಿಗೂ ತ ಕ PR. ಒಂದು ಸ್ಲಿರಾಂಕವೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


ಛಿ 


ತ್‌ 


21 P ಮತ್ತು ೧ ಎಂಬ ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳಿಂದ PAB, QCD ಎಂಬ 
ಎರಡು ಛೇದಕಗಳನ್ನು ದೀರ್ಥವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. ಈ ಛೇದಕಗಳಿಗೆ 
ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ ಎಳೆದಿರುವ ವ್ಯಾಸಗಳ ಉದ್ದ 4, ಮತ್ತು 4. 

PA . PB ನ dy” 

ಆ. OD dF 
ಜಡ ಪ ವೃತಿಸುವ ತಿ ಕೋನದ 
FW p2 ಅ.ಸ ಹಾಟ ದೀರ್ಫವೃತ್ತ ಆ ಿತಿಸು ತ್ರಿ ಹೀನ 

ಶೃಂಗಗಳ ಉತ್ಕೇಂದ್ರ ಕೋನಗಳು ೩, 6, ) ಆಗಿದ್ದರೆ ಆ ತ್ರಿಕೋನದ ಕ್ರೇತ್ರ 


ಫಲವು 


240 sin 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
22 


a—B . B=y ,y-—a 
s1n SIL - 
2 2 


4 
23 ಮೇಲಿನ ಪ್ರಶ್ನೆಯ ತ್ರಿಕೋನದ ಶೃಂಗಗಳ (ಉಪವೃತ್ತದ ಮೇಲಿನ) 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


ಗಿ 
ಅನುರೂಪ ಬಿಂದುಗಳು ರಚಿಸುವ ತ್ರಿಕೋನದ ಕ್ಬೇತ್ರಫಲದ ಯನ್ನು 
ಈ ತ್ರಿಕೋನದ ಕ್ಬೇತ್ರಫಲನಿದೆಯೆಂದೂ ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
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24 ೬1.) ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ರಚಿಸುವ ತ್ರಿಭುಜದ 
ಕ್ಸೇತ್ರಫಲವು 


—- ದ್‌ 


Re RS 
abtan——tan—=— tan— ಎಂದಂ ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
ಸ Xx? y- 
2 ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತದ ಜ್ಯಾಗಳು 
x+y ಏಕಕೇಂದ್ರೀಯ ವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುವು. 
ವ x? y> x2 )೫ 2 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


26 ಕೇಂದ್ರದಲ್ಲಿ ಲಂಬಕೋನವನ್ನು ರಚಿಸುವ ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಜ್ಯಾಗಳ 
ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳ ಪಥವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


x2 


271 + —1=0 ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಜ್ಯಾಗಳ ಧ್ರುವಗಳು 


x +y—a=0 ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿದ್ದರೆ, ಈ ಜ್ಯಾಗಳ ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳ ಪಥ 


x2 y? 2 Xx? ಡೈ ' 
FT) 7) ಹ್‌ pe ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
ix my lx 11) 
28 -——l=0,—+-———1=0 
a b a 


1 
ಕ ೫ -—1=0 ಈ ಸರಳರೇಖೆಗಳು ಒಂದು ಸ್ವಾನುವರ್ತಿ ತ್ರಿಭುಜದ 


ಭನಿಜಗಳಾಗಿದ್ದರೆ ನಿಯಮವೇನು? 


29 ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತವನ್ನು ಆವೃತಿಸುವ ಒಂದು ತ್ರಿಭುಜದ ಎರಡು ಶೃಂಗ 

ಗಳು ಒಂದೊಂದು ಚಾಲಕದ ಮೇಲಿದ್ದರೆ ಮೂರನೆಯ ಶೃಂಗದ ಪಥವು 
ಡಿ | ದ್ಯ 22 1 up 
ಟ್ರ ಶೆ x ಹ y= (1 + €) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

30 PQR ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಮೂರು ಬಿಂದುಗಳು. ಇವು 
ಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳು ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಉತ್ಸೇಂದ್ರ ಕೋನ 6 ಆಗಿ 
ರುವ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುವು. ಗ010೦೩ ನ ಪರಿವೃತ್ತ 

2 2 


De: b X (1 ತೆ ಆ 
24-723 ಎ C050— sin =a" +10 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
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77 ಅನುನರ್ತಿ ವ್ಯಾಸಗಳು-- 
7107 ಯು ದೀರ್ಥವತ್ನದ 
ಲು 0 Rt 
ಒಂದು ವ್ಯಾಸವಾಗಿರಲಿ. ಇದರ ೧ 
ಓಟಿm ಎಂದಿರಲಿ. ಲಕ, ಈ 
ವ್ಯಾಸಕೈೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ 
ಎಳೆದ ಒಂದು ಜ್ಯಾ. ೦ರ ಆ 


ಮಧ್ಯ ಬಿಂದು (೬. ೫) ಎಂದಿರಲ. ಕ 01 
ಆಗ ೧ರ ಸಮಾಕರಣವು ಚಿತ್ರ 7.3 
(ರ ea §,1) 

XX] YY ಯತೆ YE 

ad UES Ts 


ಇದರ ಓಟ ಎ ೨೨3೨ ೫ (ದತ್ತ) 
a} 
bp? 
ಚಾ X, 5 
ಇದು ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಒಂದು ವ್ಯಾಸವಾಗಿದೆ. ಇದು 2'೦ಐ ಆಗಿರಲಿ. ಇದರ 
ಓಟ m' ಎಂದಿದ್ದರೆ, 


(೫, ೫) ಬಿಂದುವಿನ ಪಥ y= - 


] 18 
2 ನ ತ್ರ 
ಈಗ /1 - ಸ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ D'OD ನ್ಯಾಸಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರ 
ವಾಗಿ ಎಳೆದ ಜ್ಯಾಗಳ ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳು P'OP ವ್ಯಾಸದ ಮೇಲಿವೆ ಎನ್ನುವುದು 
ಸ್ಪಷ್ಟ. 


ಹೀಗೆ P'OP ಮತ್ತು D'೦D ವ್ಯಾಸಗಳು ಒಂದು ಇನ್ನೊಂದಕ್ಕೆ ಸಮಾ 
ನಾಂತರವಾಗಿ ಎಳೆದ ಜ್ಯಾಗಳ ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳ ಪಥ ಆಗಿ ಇವೆ. ಇವುಗಳ 


2 


! 
ಓಟಗಳು ೫, 7?' ಗಳು mm' = —— ಎಂಬ ನಿಯಮದಿಂದ ಬಂಧಿತವಾಗಿನೆ. 


ಇಂತಹ ವ್ಯಾಸಗಳನ್ನು ಒಂದು ಜೊತೆ ಅನುವರ್ತಿ ವ್ಯಾಸಗಳೆನ್ನುತ್ತೇವೆ. 

P'OP ವ್ಯಾಸಕ್ಕೆ P’, P ಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ಸಹ ೫'೦೫ ಗೆ 
ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿವೆ. ಏಕೆಂದರೆ ಈ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು D'೦D ಗೆ ಸಮಾನಾಂತರ 
ವಾಗಿರುವ ಜ್ಯಾಗಳ ಒಂದು ವಿಶೇಷ ಅಥವಾ ಪರಮಾವಧಿ ರೂಪ, ಈ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ 
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ಛೇದನ ಬಿಂದು ೌ'೦P ವ್ಯಾಸದ ಧ್ರುವ. ಆದರೆ ಇದು (ಛೇದನ ಬಿಂದು) 
D'೦D ಯ ಮೇಲೆ ಅನಂತದಲ್ಲಿ ಇದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 81೦೧೫ ಯ ಧ್ರುವವು 
D'೦D ಯ ಮೇಲಿದೆ. ಅದೇ ರೀತಿ '೦ರ ಯ ಧ್ರುವವು ೫'೦೫ ಯ ಮೇಲಿದೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ P'OP ಮತ್ತು D'೦D ಗಳು ದೀರ್ಥವೃ ತ್ತ ದ ಒಂದು ಜೊತೆ ಅನುವರ್ತಿ 
ಕೀಖೆಗಳೂ ಹೌದು. ವಾಸ್ತವಿಕವಾಗಿ, ಅನುಕ ವ್ಯಾಸ ಸಗಳು ಅನುವರ್ತಿ 
ರೇಖೆಗಳ ಒಂದು ವಿಶೇಷ ರೂಪ. 

Ix+mytn=0, 13-71) --1೫' ಎ0 ಒಂದು ಜೊತೆ ಅನುವರ್ಶಿ 
ರೇಖೆಗಳಾಗಿರಲಿ. ಇದರ ನಿಯಮ 

all’ + 8771 -- nn =0, (7.3 ನೋಡಿ. 
n=n’'=0 ಆದಾಗ ಮೇಲಿನ ರೇಖೆಗಳು ಒಂದು ಜೊತೆ ಅನುವರ್ತಿ 
ವ್ಯಾಸಗಳಾಗುವುವು. ಆಗ ನಿಯಮವು 


all’ + btmm' = 0 


Ces 


ಓಟಿಗಳ ಗು RE 
ಣಲಬ್ಧ = — ಈ 


7.8 ಅನುವರ್ತಿ ವ್ಯಾಸಗಳ ಗುಣಗಳು--7'೦7 ಮತ್ತು ಐ'೦ಐ 
ಒಂದು ಜೊತೆ ಅನುವರ್ತಿ ವ್ಯಾಸಗಳಾಗಿರಲಿ. 8 ಮತ್ತು ಐಗಳ ಉತ್ಸೇಂದ್ರ 
ಕೋನಗಳು 6, ಛ ಎಂದಿರಲಿ. 

b sin 6 
a cos 6 
bsing 
acos $ 


b sn ಗಿ sing b> 


a ೦080 a ೦೦091 a> 


OP ಯ ಓಟ = 


0೦D ಯ ಓಟ ಎ 


1810 = — cot 
ತತ ಸ್‌ 
ಅಥವಾ 0 ಎ ಕೆ ಎ3ರ ವಿಷಮ ಅಸವರ್ತ್ಯ. (7.9 


ದೀರ್ಫವೃತ್ತ 


127 
I .*. ೦008 -. (300580 + 0831030 
೦೫2೫ = 03 00188 -- 0361೧30 
= 0361/30 4 08 00830 
. OP? + ೦೫0೫ ಎ. (3 +b, ಒಂದು ಸ್ಥಿರಾಂಕ. 
Il 


5, S' ದೀರ್ಥವ್ಳತ್ತದ ನಾಭಿಗಳಾಗಿರಲಿ. 


SP? = (ae — acos 0)3 + b> 61020 
=4(1— 0006 0)3 
SP =a(l— 00060) 
ಇದೇ ರೀತಿ, SP 22 (1 + ecos 0) 
ಈಗ, ೦2೫ ಎ 03(1 — 800436) 
5೫ 1೬11270103 
111 PD, ೫', ಐ” ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ದೀರ್ಥವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳನ್ನು 
ಎಳೆಯಬೇಕು. 


ಇವು ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜವನ್ನು ರಚಿಸುವುವು. 


ಇದರ ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ —=8 x AOPD 


=8 x }(abcos?h + 00 61030) 


ಎ 44h, ಒಂದು ಸ್ಥಿರಾಂಕ. 


ಒಂದು ಜೊತೆ ಅನುವರ್ತಿ ವ್ಯಾಸಗಳ ಕೊನೆಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು 
ರಕ್ಷೇತ್ರಫಲನಿರುವ ಒಂದು ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜವನ್ನು ರಚಿಸುವುವು. 


IV OP ಎ ೦ಐ ಆದಾಗ, OP: = OD 


a? 00930 -. b2sin?0 = a? 61020 + 08 00830 
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"(02 -- 03) (00830 — «1030) =0 

ಸ ಗ್‌ 

ಜ್ಯಾ ತಿ 


ಇಲ್ಲಿ P'OP, D'OD ಗಳು ಅನುವರ್ತಿ ಮತ್ತು ಸಮಾನ ವ್ಯಾಸಗಳಾಗಿವೆ. 
ಇಂಥ ವ್ಯಾಸಗಳನ್ನು ಸಮಾನ ಅನುನರ್ತಿ ನ್ಯಾಸಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇಂಥ 
ವ್ಯಾಸಗಳ ಕೊನೆಗಳ ಉತ್ಸೇಂದ್ರ ಕೋನಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ 


a ತರ್‌ Sn 77 


rT 7 
BASE . ಕಿ 
OP ಯ ಓಟ = 3 
1005-% a 
b sin ಕೌ b 
oD ಯ ಓಟ - ತದ ದು 
4005. a 


" OP, OD ಗಳು ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಅಕ್ಬಗಳಿಗೆ ಸಮಾನವಾಗಿ ಬಾಗಿ 
ಕೊಂಡಿವೆ. 


7.9 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಕೆಲವು ಜ್ಯಾನಿತೀಯ ಗುಣಗಳು-- 


1 ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ 
ದೀರ್ಫವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಎರಡು 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ಆ ಬಿಂದುವನ್ನು ನಾಭಿ 
ಗಳಿಗೆ ಜೋಡಿಸುವ್ಕ್‌ಸರಳರೇಖೆಗಳಿಗೆ 
ಸಮಾನವಾಗಿ8ಬಾಗಿಕೊಂಡಿವೆ. 

PT, PT’ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಮೇಲೆ 
SL, 511/, SM, SM’ ಗಳನ್ನು 
ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. 


ಚಿತ್ರ ೫,5 
en, 51.51." =SM.SM' ಎ0, (ಪು. 114, ಉದಾ. 4). 


. SL SM 
“SM SL’ 
MSLP ಮತ್ತು M'S'L'P ಚಕ್ರೀಯ ಚತುರ್ಭುಜಗಳಿಂದ, 
LMSL =7— (MPL=n— (MPL 
= 4M'S'L'’ (2) 


(1) 
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(1) ಮತ್ತು (2) ರಿಂದ As SLM ಮತ್ತು $'L'M' ಅನುರೂಪವಾಗಿವೆ. 
4. 58 ಎ /511'1/' 
ಆದರೆ, / 51/1, = / 5೧7 
ಮತ್ತು /S'1LM’' = /5'೧7' 
850% = 4SPT: 


11 Pಮತ್ತನ' ಕ್ರಮವಾಗಿ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಮತ್ತು ಉಪವೃತ್ತದ 
ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಜೊತೆ ಅನುರೂಪ ಬಿಂದುಗಳಾಗಿರಲಿ. ನP'PN ನ್ಸು 
ದೀರ್ಫಾಕ್ಪಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. ಔಯ ಉತ್ಕ್ರೇಂದ್ರಕೋನ 0 
ಎಂದಿದ್ದರೆ, Pಯು (010050, b sin 6), P' (a ೦s 8, asin 6) ಆಗುವುವು. 

ENS OD 
“PK “asnd a 


ಆದ್ದರಿಂದ ದೀರ್ಫಾಕ್ಸಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಉಪವೃತ್ತದಿಂದ ಸೀಮಿತವಾಗಿರುವ 
ಪ್ರತಿ ಸರಳರೇಖೆಯನ್ನೂ ದೀರ್ಥವೃತ್ತವು ಒಂದು ಸ್ಥಿರನಿಷ್ಟತ್ತಿಯಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸು 
ವುದು. 

111 ಒಂದು ವೃತ್ತವು ದೀರ್ಥವೃತ್ತವನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ನಾಲ್ಕು 
ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುವುದು. ಈ ಬಿಂದುಗಳು ಸಿ, 8, ೮, ಐ ಎಂದಿರಲಿ. ಸಹ, 
CD ಜ್ಯಾಗಳ ಸಮಾಕರಣಗಳು 1. -0, 1' --0 ಎಂದಿರಲಿ. ದೀರ್ಥವೃತ್ತವು 
5 2-0 ಆದರೆ, ವೃತ್ತದ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು 

S+ALL'—=0 
ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಬಹುದು. ಇಲ್ಲಿ ಸಿದ ಜೆಲೆಯನ್ನು ವೃತ್ತದ ಸಮಾ 
ಕರಣದ ಗುಣಗಳಿಂದ ನಿರ್ಧರಿಸಬೇಕು (ಅಭ್ಯಾಸ 7.1 ರಲ್ಲಿ7,ನೆಯ ಪ್ರಶ್ನೆ). 
ಸಿ, B ಬಿಂದುಗಳು ಸಂಗಮಿಸಿದಾಗ, ಸಔ ಜ್ಯಾವುಸಿ ಯಲ್ಲಿ ದೀರ್ಥವೃತ್ತ 
ಮತ್ತು ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗುವುದು. ಅದೇ ರೀತಿ CD 
ಬಿಂದುಗಳು ಸಂಗಮಿಸಿದಾಗ, CD ಜ್ಯಾವು ೮ ಯಲ್ಲಿ ಅವುಗಳಿಗೆ ಎಳೆದ ಸಾಮಾನ್ಯ 
ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗುವುದು. 

ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ವೃತ್ತದ ಸಮಾಕರಣವು 

S + 458,5, = 0 ರೂಪದಲ್ಲಿರುವುದು. 

5, ಎ0, ಕೃ ಎ0 A ಮತ್ತು €ಗಳಲ್ಲಿ ದೀರ್ಥನೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕ 


ಲಂ" 
ಗಳು. 


0 
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p« ನಾಲ್ಕು ಛೇದನ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಮೇಲೆ 
ಹೇಳಿದಂತೆ ಒಂದೊಂದು ಜೊತೆ ಬೇರೆ 
ಬೇರೆಯಾಗಿ ಐಕ್ಯವಾದಾಗ ವೃತ್ತಕ್ಕೆ 
ದೀರ್ಫ್ಥ ವೃತ್ತದೊಡನೆ ಉಭಯ ಸ್ಪರ್ಶ 

ನ ವಿಡೆಯೆನ್ನುತ್ತೇವೆ. 7೦ಇಂತಹ ಸಂದರ್ಭ 

ಚಿತ್ರ 7.6 ದಲ್ಲಿ ದೊರೆಯುವ ಸಾಮಾನ್ಯ ಜ್ಯಾ 

ಆಗಿರಲಿ. ಇದರ ಸಮಾಕರಣವು 1. ಎ0 

ಎಂದಿದ್ದರೆ, ವೃತ್ತದ ಸಮಾಕರಣನನ್ನು 81-233 20. ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ 
ಬರೆಯಬಹುದು. 

PQ ಸಾಮಾನ್ಯ ಜ್ಯಾವು ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಒಂದು ಅಕ್ಬಕ್ಕೆ ಲಂಬ (ಅಥವಾ 
ಸಮಾನಾಂತರ) ಆಗಿದೆ ಎಂದು ಸುಲಭವಾಗಿ ತಿಳಿಯಬಹುದು. ಒಳಗಿನ ಉಭಯ 
ಸ್ಪರ್ಶವಾದಾಗ ಸಾಮಾನ್ಯಜ್ಯಾವು ಹ್ರಸ್ವಾಕ್ಸಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿದೆ. 
ಹೊರಗಿನ ಉಭಯ ಸ್ಪರ್ಶವಾದಾಗ ವೃತ್ತವು ಉಪವೃತ್ತವಾಗುವುದು ಮತ್ತು 
ಸಾಮಾನ್ಯಜ್ಯಾ ದೀರ್ಫಾಕ್ಸವಾಗುವುದು. 

ಉಭಯಸ್ಪರ್ಶವಿರುವ ವೃತ್ತ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದೊಡನೆ ಎಕಕೇಂದ್ರೀಯ 
ವಾದಾಗ ಮೇಲೆ ಹೇಳಿದಂತೆ ಅದು ಉಪವೃತ್ತವಾಗಬಹುದು; ಅಥವಾ 
ಹ್ರಸ್ವಾಕ್ಸದ ಮೇಲೆ ವ್ಯಾಸವಾಗಿ ರಚಿಸಿದ ವೃತ್ತವೂ (ಹ್ರಸ್ವ ಉಪವೃತ್ತ) 
ಆಗಬಹುದು. ಈ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿ ವೃತ್ತದ ತ್ರಿಜ್ಯವು ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಅಕ್ಬದ 
ಅರ್ಧಕೈ ಸಮಾನವಾಗುವುದು. 


ಉದಾಹರಣೆ 


1 ಒಂದು ವೃತ್ತವು ಒಂದು ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತದೊಡನೆ ಉಭಯಸ್ಪರ್ಶ 
ಹೊಂದಿದೆ. ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಬಿಂದು ೫? ಯಿಂದ PN ನ್ನು 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಜ್ಯಾಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿಯೂ 
PT ಯನ್ನು ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಸ್ಪರ್ಶಕವಾ 
ಗಿಯೂ ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. 7೫7.೮71 

೩ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಜ್ಯಾ QR ದೀರ್ಫಾ 
ಕ್ಬಕ್ಳೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆ. ಅದರ ಸಮಾ 
ಚಿತ, 7-7 ಕರಣ 2» ಎ.1 ಎಂದಿರಲಿ. ಆದ್ದ 

ರಿಂದ ವೃತ್ತದ ಸಮಾಕರಣವು 


0 


ದೀರ್ಥವೃತ್ತ 131 


x2 ys 
> I -+aA(x—h=0 
} 
A NS 
2h h(a? — ೫) — ab 
ವೃತ್ತವು x+y — es a 


P (a cos 8, b sin 6) ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುನ ಒಂದು ಬಿಂದು. 


2h cos 0 (೧3 — 8) 
0 
2 (a? ಪದೇ b>) ಹ; 033 
ಜ್‌ |. 


PT? = 023 00830 -. 03 sin?0 — 


ಷಾ 0200089 -- 0) 
PN? ೨. (0008 6 -- A) 
ರ್ಟ 3314ಕ್ಕೆ 


2 OP, ೦೦೧, OR ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತದ ಮೂರು ವ್ಯಾಸಗಳು. P,QR 
ಗಳ ಉತ್ಸೇಂದ್ರ ಕೋನಗಳು ೩,8,೪. OP', ೦೧', OR' ಗಳು ಈ ವ್ಯಾಸಗಳ 
ಅನುವರ್ತಿ ವ್ಯಾಸಗಳು. ಇಲ್ಲಿ ', Q', R' ಗಳ ಉತ್ಸೇಂದ್ರ ಕೋನಗಳು 
a¥ 6 ಸ್ಳ, ) *ತ್ಛ ಆಗಿವೆ. APQRನ ಪರಿವೃತ್ತವು 
x+y+2gxT2fy+c=0 ಆಗಿದ್ದರೆ AP'Q'R'ನ ಪರಿವೃತ್ತ 


b 
xy 2೪.256) (2.000 


ಗಿ 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
ಇ, 0, 7 ಗಳು 2೬3 ty 4+ 2gx+2fyt+c=0 
ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ 
03 ೦೦40 + 0341730 + 2gacos 0 + 2/8 5180 4-೦೫0 


(0=a,B,y) 
AಿPೌ'Q'R' ನ ಪರಿವೃತ್ತವು 
x%-4+y242Gx+2Fy+C=0 ಎಂದಿದ್ದರೆ, 
a7, ಕಳ್ಳ, ) ಇತ್ತೆ ಇದರ ಮೇಲಿರುವುದರಿಂದ 
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0851020 + b>cos?0 - 2 Gasin 6 + 2Fbcos04+C=0 


ಕೂಡಿಸಿದರೆ, (0=a,B,y) 


(03 3. 18 +c+C)+2cos8(ga+ Fb) -- 251 0(fb—Ga) ಎ0 
ಈ ಸಮಾಕರಣವು 0 = ೩8,೪ ಮೂರು ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಸತ್ಯವಾಗಿದೆ. ಆದರೆ 
ಇದಕ್ಸಿರುವುದು ಎರಡೇ ಮೂಲಗಳು. 
ಇದೊಂದು ನಿತ್ಯಸಮಿಾಕರಣವಾಗಿದೆ. 
“gatFb=fhb-—Ga=a+bh4+c+C=0 


b 
ಷಿ ಸುಕ ಸಗ್ಗ ಆ.3೩ , ಲಿ ಎ (0 0.) 
A a 
. A್ಭP'Q'R'ನ ಪರಿವೃತ್ತವು 


“ix 254+ 
(ಸೂಚನೆ: ದತ್ತವ್ಯಾಸ ೦೫, ೦೦, ೦೩ ಗಳಿಗೆ ಅನುವರ್ತಿ ವ್ಯಾಸಗಳು 
ಕ್ರಮವಾಗಿ P,'OP,, ೧,'೦೦,, ೫,'೦೫, ಆಗಿರಲಿ. ರ, ೦, ೫ ಗಳ ಉತ್ಕೇಂದ್ರ 
ಕೋನಗಳು ಆ, 8,2 ಆಗಿದ್ದರೆ, P,’, P, ಗಳ ಉತ್ಕೆ €ಂದ್ರ ಕೋನಗಳು ಇ ಇಶ್ಟ, 
a5 ಇತ್ಯಾದಿ ಆಗಿರುವುವು. ಗಿ?0೦೫ ನ ಪರಿವೃತ್ತ, ದತ್ತವಾಗಿರುವಾಗ 
ಗಿ೫ ೧೫೩, ರ ಪರಿವೃತ್ತವನ್ನು ಮೇಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿದಿದ್ದೇನೆ. ಈಗ P,Q, R,, 
೫,', Q', R' ಎನ್ನುವ ಆರು ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವುದೇ ಮೂರು 
ಬಿಂದುಗಳ ಪರಿವೃತ್ತ ಏನು, ಇಂತಹ ವಿವಿಧ ಪರಿವೃತ್ತಗಳ ಪರಸ್ಪರ ಸಂಬಂಧ 
ವೇನು Ei WN ಅನ್ವೇಷಿಸಬೇಕು.) 
2 
3 Pಯು + Fa —1—=0 ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಬಿಂದು. 8 ಅದರ 
ಉತ್ಸೇಂದ್ರಕೋನ. ನಾಭಿಯಿಂದ ಅಳತೆಮಾಡಿದ ಸದಿಶಾಕೋನವು 
(ಅಂದರೆ / SP) 4. 
| 0 
tan ಸ ಇ ತ ctan5 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
SP = r ಎಂದಿರಲಿ. 
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Pಯು(acos 6,b sin 6) 
r?=(ae — acos 8) 1361/30 
“r=a(ll—ecos8h) 


| SN ೦೦50 —e 
3 C0 ೫1 5. coed 


] --0084ಛ (1+e)(1— cosh) 
"13110051 (1-01 0058 


ಥಿ Le 0 
tan 5 = ಕ $ {an > 
)3 


2 
4 y=mx+c ಸರಳರೇಖೆಯು ಸ್ಯ ಸಾನ 1 70 ಯಲ್ಲಿ ರಚಿಸುವ 


ಜ್ಯಾದ ಮೇಲೆ ವ್ಯಾಸವಾಗಿ ಬಿಡಿಸಿದ ವೃತ್ತದ ಸಮಿಾಕರಣ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಈ ಸರಳರೇಖೆಯು ದೀರ್ಥವೃತ್ತವನ್ನು ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುಗಳು 
PAE py ಲಲ, HD ಆಗಿದ್ದರೆ PQ ಮೇಲೆ ವ್ಯಾಸವಾಗಿ ರಚಿಸಿದ ವೃತ್ತದ 
ಸಮಾಕರಣವು 


(೭-೫ (ಜ-ಜ)-0-೫ಬಐ0-೫ಖಐ 0 
XY (ಜು ೫೭) ೫-0 +N) 1-೫, ಇರ ೫೫0 
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ಹಾ 11% +C 
ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ೫, ೪ ಗಳನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ 
೫ JH 
೫೫ (mx +0) 
PT SUE 5 ಟಟ 
2 ] 1112 211 0 
| 7 Kp) ತಾಟಕಿ 
೨-೩13 
NTE — 211608 
ಡಸ ಸಾಕ್ಷ 12 3. ೫೫೩ b+ am 
೧248 
(02 ps 2 b>) a? 
ಸ್‌ 7271 
Pc 4 
TE 2%. 
1 2cy ಫ್‌ 0 
[et | meta 
೩3 


(02 ಆ 771302) b> 
= [೭ 


ಬ 271008 
ಜಿ ಬೇಕಾದ ವೃತ್ತವು x3 + ತ“ ಡಾ ಕಾಕತಿ ೫ 
2088 (೩ -- b?)a? 4+ b2(c? A ma”) 
ಸಷ” FF am 
ಅಭ್ಯಾಸ 7.2 
“2 2 
| ಒಂದು ಜೊತೆ ಅನುವರ್ತಿ ವ್ಯಾಸಗಳ ಕೊನೆಗಳಲ್ಲಿ 5 +5-1=0 


-2 2 
ದೀರ್ಥವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು 5 4 5-2-0 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಮೇಲೆ 
ಛೇದಿಸುವುವು ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
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2 ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಒಂದು ಜೊತೆ ಅನುವರ್ತಿ ವ್ಯಾಸಗಳ ಕೊನೆಗಳಲ್ಲಿ 
ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳ ಛ್ಲೇದನ ಬಿಂದುವಿನ ಪಥವು 


2 (ಯೌ + by) ಜಾ (01 — ೫೪೬ -- ಯ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


32 
+ 5 —1=0 ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಒಂದು ಜೊತೆ ಅನುವರ್ತಿ 
ವ್ಯಾಸಗಳ ಕೊನೆಗಳನ್ನು ಜೋಡಿಸುವ ಜ್ಯಾದ ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಿನ ಪಥ 


ey 1 
ಡ್‌ ಇ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
4 ಜಾಸು ಒಗ್ಗಿ ಶಂಕುಜದ ಜ್ನಾಗಳು ಮ ಗ = 1 
MENDES DML ... ೫% 
ದೀರ್ಥವೃ ತ್ಮದ ಸ ನೈರ್ಶಕಗಳಾಗಿದ್ದ ಕ್ಕೆ ಆ ಜ್ಯಾಗಳ ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳ ಪಥವು 
ಡ್ಯ y2 2 (2x? by: 
(tN) 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
x )3 


5 3% ಭಧ ಕಾರಿ ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಒಂದು ಜ್ಯಾದ ಮಧ್ಯ 


ಬಿಂದು (ಯೃ, ೫). ಆ ಜ್ಯಾದ ಕೊನೆಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದು 
(೫3, ೫ ಮತ್ತು ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದು (೫, ೫). 


RE ಲ, £7 A 
ದ್ಯ ಕಾ (a > pe 3) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
x2 ತ್ರ 8 


ದೀರ್ಥವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುದು. ಇಂತಹ ಎಂಟು ರಜ | ಸ ಕೆ 
ಸಾಧಿಸಿರಿ. ಅವು ವಾಸ್ತವವಾಗಿದ್ದರೆ, 40 -- ರ: ೨ 00' 4- b' ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
ಗ ೫ಯು ಟ್‌ ಗ !=0 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಹೊರಗಿರುವ ಒಂದು 
ಬಿಂದು. ಅದರ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು;(, 1). ೫, PT' ದೀರ್ಥವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆದ 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು. ಈ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ ಎಳೆದ ಅರ್ಧವ್ಯಾಸಗಳ 
ಉದ್ದ 4,4' ಎಂದಿದ್ದರೆ, 
j A pT h2 


| RE po ತ — 1 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
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»೨ 

12೩ 

ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದುಗಳ ಗಣಗಳು. ೫, ೫'; QQ: ಇ ೫' ಬಿಂದು 

ಯುಗ್ಮಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಯುಗ್ಮದ ಉತ್ಸೇಂದ್ರಕೋನಗಳ ಮೊತ್ತ 3. 

APQR ನ ಪರಿವೃತ್ತ x4 y+ 2೫೭ ೩/) ೧.0 ಆಗಿದ್ದರೆ A P'Q'R'ನ 
2fb 284 


ಪರಿವೃತ್ತ x+y pi ಗ್ಯ ೫-4. ೫--೧) =0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 


x 
8 PQRಮತ್ತುೌ,Q,R ಬಿಂದುಗಳು + ಣಾ 1 ದೀರ್ಫ 


9 ಮೇಲಿನ ಪ್ರಶ್ನೆಯಲ್ಲಿ P,P’; QQ’; RR’ ಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬ 


ಗಳು 0x + by - 0 ವ್ಯಾಸದ ಮೇಲೆ ಸಂಧಿಸುವುನೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
10 ದೀರ್ಥವ್ಸತ್ತದ ಕೇಂದ್ರದಲ್ಲಿ ಲಂಬಕೋನವನ್ನು ರಚಿಸುವಂತಹ 


ಜ್ಯಾಗಳ ಧ್ರುವಗಳ ಪಥವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


11 ದೀರ್ಫಾಕ್ಸದ ಕೊನೆಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ 
ಒಂದು ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಮೇಲೆ ಉಂಟುಮಾಡುವ ರೇಖಾಂತರದ ಮೇಲೆ ವ್ಯಾಸವಾಗಿ 
ರಚಿಸಿದ ವೃತ್ತವು ನಾಭಿಗಳ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

12 AsABC ಮತ್ತು PQR ಗಳನ್ನು ದೀರ್ಥವೃತ್ತವು ಆವೃತಿಸುವುದು. 
AB, 70 ಗಳು ಮತ್ತು AC, PRಗಳು ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿವೆ. ೫೮ ಯು 
ಕೇಂದ್ರದ ಮೂಲಕ ಸಾಗಿದರೆ ೮೩ ಸಹ ಕೇಂದ್ರದ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದೆಂದು 
ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


13 68 ಯು ಒಂದು ವೃತ್ತದ ವ್ಯಾಸ. P ಯತಿ ಇದರ ಮೇಲಿರುವ 
ಒಂದು ಬಿಂದು. 80 ವನ್ನು AB ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. ೦ ವೃತ್ತದ 
ಮೇಲಿದೆ. M ಬಿಂದುವನ್ನು PQ ನಿನ ಮೇಲೆ 011 = QP ಆಗಿರುವಂತೆ ಆರಿಸ 
ಲಾಗಿದೆ. ಹನ ಪಥವು ಸಔBಯು ಅಕ್ಸವಾಗಿರುವಂತಹ ಒಂದು ದೀರ್ಥವೃತ್ತ 
ವೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


14 ತ ಸ —1=0ಯ ಎರಡು ಲಂಬ ವ್ಯಾಸಗಳು PQ ಮತ್ತು 
P'Q’ ಆಗಿವೆ. 
4 4 | | 
ರ್‌ +p = ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
ಜ್‌ 81" 
15 ಖ್‌ ಡಾ —1=0 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಒಂದು ಜೊತೆ ಅನುವರ್ತಿ 


ವ್ಯಾಸಗಳು Ix + ಗಭ = ಸ್ಥಿರ ಸರಳರೇಖೆಯನ್ನು P,Q ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ 
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ಸಂಧಿಸುವುವು. ? ನತ್ತು 0 ನಲ್ಲಿ ಆಯಾ ನ್ಯಾಸಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳು ಔ ನಲ್ಲಿ 
ಸಂಧಿಸುವುವು. ಔನ ಸಥ + my - ೩ 4 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
ಕ” ಈ 2 2 

6 3 ಸತಾರ 1 ಎ0 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ೦8 ಎನ್ನುವ ವ್ಯಾಸಕ್ಕೆ 
A (h, Kk) ಎನ್ನುವ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಲಂಬ ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. ೦8 ಯ ಅನುವರ್ತಿ 
ವ್ಯಾಸ ೦೦ ಯನ್ನು ಈ ಲಂಬವು ನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುದು. ೦8 ಯು ಬದಲಾ 
ದಂತೆ ೧ನ ಪಥವು (08 -- 1೫ 0 hy + ೫/೧ = 0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 
೧ನ ಪಥ ದೀರ್ಥವೃತ್ತವನ್ನು ನಾಲ್ಕು ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುದೆಂದೂ, 
ಈ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ದೀರ್ಥವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳು A ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವು 
ವೆಂದೂ ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


IP. ಬ್ಯ ಕ್ಷೇ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ನಾಭಿಗಳು. ೫ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ 
ಒಂದು ಬಿಂದು. 88 ಮತ್ತು 98 ಗಳ ಮೇಲೆ ವ್ಯಾಸವಾಗಿ ರಚಿಸಿದ ವೃತ್ತಗಳು 
ಉಪವೃತ್ತವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುವೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

18 POP’, DOD’ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಒಂದು ಜೊತೆ ಅನುವರ್ತಿ ವ್ಯಾಸ 
ಗಳು. ಔಯ ಉತ್ಸೇಂದ್ರ ಕೋನವು 08. ರಯ ಉತ್ಕೇಂದ್ರ ಕೋನ 6-3. 
PP'D ವೃತ್ತವು ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತವನ್ನು ಪುನಃ ಸಂಧಿಸುವ ಬಿಂದುವಿನ ಉತ್ಸೇಂದ್ರ 
ಕೋನವು 7 - 30 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

19 SP, SP' ಒಂದು ಜೊತೆ ಸಮಾನಾಂತರ ನಾಭೀಜ್ಯಾಗಳು. 
ದೀರ್ಥವೃತ್ತವನ್ನು ಇವು 8.8'ಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುವು. ? ಮತ್ತು ೌ'ಗಳಲ್ಲಿ 
ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು S'P' ಮತ್ತು 58 ಗಳನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ ೧ ಮತ್ತು €ಿ' ಗಳಲ್ಲಿ 
ಸಂಧಿಸುವುವು. €೦' ರೇಖೆಯು ರPP' ರೇಖೆಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿದೆಯೆಂದು 
ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

20 85 ದೀರ್ಥವ್ಸತ್ತದ ಒಂದು ನಾಭಿ. ರ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ದೀರ್ಫ್ಥ 
ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ನಾಲ್ಕು ಲಂಬಗಳ ಪಾದಗಳು ಸಿ, 8, ಲ, ಐ ಆದರೆ, 


6388 SP? 


SA SB: SCRE ಜ್‌ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


21 P,QR ದೀರ್ಫ್ಪವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಮೂರು ಬಿಂದುಗಳು. 
೦P', ೦೧', OR’ ಮೇಲಿನ ಬಿಂದುಗಳ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ವ್ಯಾಸಗಳ ಅನುವರ್ತಿ 
ವ್ಯಾಸಗಳು A PQRನ ಸರಿವೃತ್ತವು ದೀರ್ಥವೃತ್ತವನ್ನು 5 ನಲ್ಲಿಯೂ, 
AP'Q'R’ ನ ಪರಿವೃತ್ತ $' ನಲ್ಲಿಯೂ ಸಂಧಿಸಿದರೆ, ೦5, ೦5' ಒಂದು ಜೊತೆ 
ಅನುವರ್ತಿ ವ್ಯಾಸಗಳಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

F 
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2 2 
22 ೫ ಬಿಂದು 3453-1 ಮೇಲಿದೆ. 7 ಯಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬವು 


ದೀರ್ಫಾಕ್ಷವನ್ನು ೮ ಯಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುದು. 8 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಒಂದು ನಾಭಿ. . 
5 ನಿಂದ P ಯಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶಕಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳ ಹರಾತ್ಮಕ ಮಧ್ಯಕವು PG 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

ಜೆ ೫ 

23 p ¥is ತ್ರೆ 1=0 ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಒಂದು ನಾಭಿಯು ವ. 
SP ಯನ್ನು ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಒಂದು ಸ್ಪರ್ಶಕಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. 
SP ಯನ್ನು ವೃದ್ಧಿಸಿ ಅದರ ಮೇಲೆ 0 ಎಂಬ ಬಿಂದುವನ್ನು SP = 580 ಎಂಬ 
ನಿಯಮದಂತೆ ಆರಿಸಲಾಗಿದೆ. ೧ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ನಿಯಾಮಕ 
ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ವರ್ಗವು 588 ವರ್ಗದ ಎರಡರಷ್ಟಕ್ಕೆ ಸಮಾನವೆಂದು 
ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

24 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಯಾವುದೇ ಬಿಂದುವನ್ನು ದೀರ್ಪು 
ವೃತ್ತದ ಯಾವುದೇ ವ್ಯಾಸದ ಕೊನೆ ಬಿಂದುಗಳಿಗೆ ಸೇರಿಸುವ ರೇಖೆಗಳು ಒಂದು 
ಜೊತೆ ಅನುವರ್ತಿ ವ್ಯಾಸಗಳಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿವೆಯೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

25 Pಯಲ್ಲಿ ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಒಂದು ಜ್ಯಾಕ್ಕೆ ಅನುವರ್ತಿಯಾಗಿ 
00 ಎನ್ನುವ ವ್ಯಾಸವಿದ್ದರೆ, OP ವ್ಯಾಸವು ೧ ನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬದ ಅನುವರ್ತಿ 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

26 48, 0-8 ಉತ್ಸೇಂದ್ರಕೋನಗಳಾಗಿರುವ ೫? ಮತ್ತು ೦ 
ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳು 

ಸ ಸ್ರತ — 03) ೦೦5 acos (a + ರ) ೦೦5 (ಆ -- ೫8) 
ನ 4006 8 
(b> — a3) sin asin(a -- B)sin (a -- 6) 
TTT bes8f OO 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುವೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
(೧) PQ ಒಂದು ನಾಭಿಮೂಲಕ ಸಾಗಿದಾಗ, 
(8) ೫ ಮತ್ತು ೮ ಗಳು ಒಂದು ಜೊತೆ ಅನುವರ್ತಿವ್ಯಾಸಗಳ ಕೊನೆ 


ಬಿಂದುಗಳಾದಾಗ, 
ಈ ಬಿಂದುನಿನ ಪಥವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
x ys 
277 Bp 1=0ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಒಂದು ಬದಲಾಗುತ್ತಿರುವ ಜ್ಯಾವು 


ಸ್ಥಿರಬಿಂದು € (4 C೦5 ಇ, bsin 0) ಯಲ್ಲಿ ಸದಾ ಶ್ಯ ಕೋನವನ್ನು ರಚಿಸುವುದು. 
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ಈ ಜ್ಯಾವು ಒಂದು ಸ್ಥಿರಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದೆಂದೂ ಆ ಬಿಂದು 
A [> (a? — 3) cosa b(b:—a’)sin ಇ 


a> + 12 ೨ a> + 02 
ಎಂದೂ ಸಾಧಿಸಿ ೮ಲಯು ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಮೇಲೆ ಚಲಿಸಿದಂತೆ ಗಿಯ ಸಥವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

28 3೪7 -1=0 0708ನ್ನು ಆವೃತಿಸುವುದು. ಶೃಂಗಗಳ 

2೫ An 
ಉತ್ಸೇಂದ್ರ ಕೋನಗಳು a, a-—- ಇಟ 3K 3 ಆಗಿವೆ. ಶೃಂಗಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ಎದುರು ಭುಜಗಳಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿವೆಯೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
ಆದ್ದರಿಂದ P, ೮, R ನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳು ಏಕಬಿಂದುಸ್ಹವಾಗಿವೆಯೆಂದು 
ತೋರಿಸಿರಿ. ಗಿ. ೫೦೮೫ ನ ಸ್ಥಾನ ಬದಲಾದಂತೆ ಈ ಛೇದನ ಬಿಂದುವಿನ ಪಥ 
42x? + 403)3 = (a — 82) 
ಎಂದು ಸಾದಿಸಿರಿ. 

29 ೦ ಒಂದು ಸ್ಲಿರಬಿಂದು. ಒಂದು ಚಲಿಸುವ ಛೇದಕವು ಸದಾ 
೦ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದು. ಅದು ದೀರ್ಥವೃತ್ತವನ್ನು ಡೆ, ೮ ಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುದು. 
R ಎನ್ನುವ ಬಿಂದುವನ್ನು ಗಲ ಮೇಲೆ ಆರಿಸಲಾಗಿದೆ. 
ಅದರ ಸ್ಥಾನ (a) ತ "ಕ್‌ | 

] | 
OH OQ OR 
(೧ OH . ೦೦-- OR: 
ಎಂದಿದ್ದರೆ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸಲವೂ ೫ ನ ಪಥ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

30 5 ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ನಾಭಿ. ? ದೀರ್ಫವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು 
ಬಿಂದು. ೫ ಯಳ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಮೇಲೆ 7 ಬಿಂದುವನ್ನು ಆರಿಸಲಾಗಿದೆ. 
TX, TY ಗಳನ್ನು SP ಮತ್ತೂ 5 ನ ಸಹಗಾಮಿ ಚಾಲಕಕ್ಕೂ ಕ್ರಮವಾಗಿ 
ಲಂಬಗಳಾಗಿ ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. 5X - TY ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


(ಗಿ) 


ಎಂಟನೆಯ ಅಧ್ಯಾಯ 


ಹೈಸರ್ಜೊಲಾ 


8.1 ಹೈಸರ್ಬೊಲಾ ಮತ್ತು ದೀರ್ಥವೃತ್ತ-- 

ಇವುಗಳ ಸಮಾಕರಣಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ 

x? y> ೫೨ y? 

RR Pe 
ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತದ ಸಮಾಕರಣದಲ್ಲಿರ? ನ್ನು- ರ ಆಗಿ ಪರಿವರ್ತಿಸಿದರೆ ಹೈ ಪರ್ಬೊಲಾ 
ಸಮಾಕರಣ ದೊರೆಯುವುದು. ಆದ್ದರಿಂದ ಹಿಂದಿನ ಅಧ್ಯಾಯದ 11೪. 
ಮತ್ತು 7.3 ಸರಿಚ್ಛೇದಗಳನ್ನೂ ಅಲ್ಲಿ ನೀಡಿರುವ ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನೂ ಯುಕ್ತ 
ಬದಲಾವಣೆಯಿಂದ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಅನ್ವಯಿಸಬಹುದು. ಇದೇ ರೀತಿ 7.5 
ಮತ್ತು 7.6 ಪರಿಚ್ಛೇದಗಳಲ್ಲಿ ವಿವರಿಸಿದ ಸಹಲಂಬ ಮತ್ತು ಚಕ್ರೀಯ ಬಿಂದುಗಳ 
ಗಣಗಳನ್ನೂ ತಿಳಿಯಬಹುದು. 


8.2 ಉಪವೃತ್ತ ಮತ್ತು ಪ್ರಾಚಲ ಸಮಾಕರಣಗಳು- 


ಚಿತ್ರ 8.1 


ಸ 3-1-೦ ಹೈಸರ್ಜೊಲಾದ ಅನುಸ್ರಸ್ಥ ಅಕ್ಷ ಸಿ'ಸಿ ಮೇಲೆ ವ್ಯಾಸ 

ವಾಗಿ ರಚಿಸಿದ ವೃತ್ತದ ಹೆಸರು ಉಪವೃತ್ತ. ಇದರ ಸಮಾಕರಣ 
x-4+y—a=0 

ಸೂ 8) ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಬಿಂದು. PN ನ್ನು 2-ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ 

ಲಂಬವಾಗಿಯೂ, ?೫' ನ್ನು ಉಪವ್ಪತ್ತಕ್ಕೆ ಸ್ಪರ್ಶಕನಾಗಿಯೂ ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. 


ಲವ" 
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L.x0P’ = 0 ಎಂದಿರಲಿ. ॥ಯು ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಮೇಲೆ ಚಲಿಸಿದಂತೆ P' 
ಉಪವೃತ್ತದ ಮೇಲೆ ಚಲಿಸುವುದು. ಮತ್ತು ಆಗ 6 ಕೋನವು 0ಯಿಂದ 


27 ವರೆಗೆ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳನ್ನೂ ಪಡೆಯುವುದು. ಅದ್ದರಿಂದ 0 ನನ್ನು Pಯ 
ಪ್ರಾಚಲನೆಂದು ಕರೆಯಬಹುದು. 


೫2. ಸಾಲಿ ಎ 46600 


Xx=ac<ech 


ಕ ಕೈಸರ್ಜೊಲಾದ ಪ್ರಾಚಲ ಸಮಾಕರಣಗಳು. 


8-3 ಅನಂತ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು-- 


x? y? 
I LEG ಶ್ಲ 5 ಷ್‌ ಕ ಕ್ತ 
3 ್ಥ್ಯಾನ 18 ಹೈನರ್ಬೊಲಾದ ಧ್ರುವೀಯ ಸಮಾಕರಣವು 


12 00820 13 «1/20 


a” p> 


-—1=0 ಆಗಿದೆ (೦ ಧ್ರುವ). 


೦9530 sin?0 
a? 03 


| 
ತೆ 


920 ಆದಾಗ, r= 
| 
0 ದ ಬೆಲೆ ಏರಿದಂತೆ, 3 ಬೆಲೆ ಏರುವುದು. 


೦೦೫1 $17320 1 
ರ TT =0 ಆದಾಗ 0 


ಕ 
“tan? =— ಆದಾಗ 1 ಬೆಲೆ ಅಸರ್ಯ್ಯಾಸ,. 
a 


b ಇವೆ 
ಮತ್ತು [tan | ಸ್‌ ಆದಾಗ, / ಬೆಲೆ ಊಹಾಜನ್ಯ. 


bx bx | pe 
Wu Y ತಾ y= — ರ್ವ ಸರಳರೇಖೆಗಳ (ಇವು ಹೈ ಸರ್ಬೊಲಾದ 


ವ್ಯಾಸಗಳೂ ಹೌದು) ನಡುನೆ ಎಳೆದ ಯಾನ ವ್ಯಾಸವೂ ಹೈ ಸರ್ಜೊಲಾನನ್ನು 
ಸಂಧಿಸುವುದಿಲ್ಲ. 
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ಈಗ, y= ಈ ವ್ಯಾಸಗಳು ಹೈಸರ್ಬೊಲಾವನ್ನು ಅನಂತ. ಬಿಂದು 
ಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುವು. ಕೇಂದ್ರದಿಂದ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಒಂದು ಜೊತೆ 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಒಟ್ಟು ಸಮಾಕರಣವೂ (5ಕ್ಕ;, ಎ 8,” ಇದೇ ಆಗಿದೆ. 

“y= . x ಗಳು ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು. ಇವುಗಳ 


ಒಟ್ಟು ಸವಾಾಕರಣ 
x2 ys 
ಚಾಕ್‌ 


ದೀರ್ಥವೃತ್ತದ ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಒಟ್ಟು ಸಮಾಕರಣ 


0 


x )೫ 
ಗಟ ಇವು ಊಹಾಜನ್ಯವಾಗಿವೆ. 

ಹೈ ಸರ್ಜೊಲಾದ ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕ 
ಗಳು TLE ಹತ್ತ?) 
ಹೈ ಪರ್ಬೊಲಾದ ಎಲ್ಲ ವ್ಯಾಸಗಳೆನ್ನೂ 
ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು ವಾಸ್ತವ ಬಿಂದು 
ಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುವ ಮತ್ತು ಛೇದಿಸ 
ದಿರುವ ಎರಡು ಗಣಗಳಾಗಿ ವಿಭಾಗಿ 
7 12 ಎ ಸ್ಸುವುವು. 

ಚಿತ್ರ 8.2 


ಗಂ Teo 


8:4 ಸಾಮಾನ್ಯ ಸಮಾಕರಣದಲ್ಲಿ ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಒಟ್ಟು 
ಸಮಿಸಾಕರಣ-- 


x2 2 
ಪಾಸ್ತಾ ದರ್ಯ್ರರ 150 ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಒಟ್ಟು 
ಸಮಾಕರಣವು 
x2 y2 


ಸ್ಥಿರಾಂಕವೆಂದು ನೋಡುತ್ತೇವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಹೈಸರ್ಜೊಲಾದ ಸಮಾಕರಣ 
ದತ್ತವಾದಾಗ ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಮತ್ತು ನಿಲೋಮವಾಗಿ ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ 
ಸಮಾಕರಣ ದತ್ತವಾದಾಗ ಹೈಪರ್ಜೊಲಾಡ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ನಡೆಯಬಹುದು. 
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ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಸಮಾಕರಣ ಒಂದು ಜೊತೆ ಸರಳರೇಖೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸು 
ವುದು ಎಂದು ಗಮನಿಸಬೇಕು. 

S=ax™-+2hxy+by> + 282 4-2) 3-೫0 
ಒಂದು ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಸನಾಕರಣವಾಗಿರಲಿ. ಇದರಲ್ಲಿ ಸ್ಲಿರಾಂಕವಾದ 
ಯನ್ನು € 4. ಎಂದು ವ್ಯತ್ಯಾಸಗೊಳಿಸಿ 

ಹಿ 7 0ಡಿ .- 2/10 3. 0)8-- 28 -- 2ಗ್ರಿ- €*-ಸಿಎಾ0ಿ 
ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಸಿ-0 ಈ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕಗಳಾ 
ಗಿರಲಿ. ಇದು ಒಂದು ಜೊತೆ ಸರಳರೇಖೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸಬೇಕಾಗಿರುವುದರಿಂದ, 


a 1 8 — 0 
h ) f 
ಕಟ್ಟ 
a h 8 ದ a h ವ 
h ಗಿ ತೆ 1 ಗಿ 0 
gf Cc 2S A 
ಜ್‌ a h 
= ಡಿ 1 ಗಿ - 
Beef 
ಸಹಿತಾ 0 


A=(lx+my—IDUx+my—1)=0 
ಸರಳರೇಖೆಗಳು ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕಗಳಾಗಿರುವ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾನು 
S=(lx+my—1)(Wx +my— 1 +A=C, ಸಿವು ಒಂದು ಸ್ಥಿರಾಂಕ. 
೯:ಎ0ಯ ಕೇಂದ್ರವು 06-7೫) 1-70, ಗ೩ಡ) -1ಜಾ0 ಸರಳ 
ರೇಖೆಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದು. ಸಿದ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಹೊಂದಿ ಇಂತಹ ಹೈನರ್ಬೊಲಾ 


ಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ ಅಮಿತನಾಗಿಡೆ ಎಂಬುದೂ ಸ್ಪಷ್ಟ. 


ಉದಾಹರಣೆ 
(1) 24-3-50 +2 1llx—71y—4=0 
ಹೈಸರ್ಜ್ಬೊಲಾದ ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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€ ಹಾಬಿ .. 50 - 2) -- 11% -- 7೫ -42ಾ0 
A=2x -- 50 --2?*-- 11% --7)--4--%ತಎಾ0 
ಅನಂತಸ್ಪ್ರರ್ಶಕಗಳಾಗಿರಲಿ. 


2 § 6... 
ಪಾ ಹೆ ಜಂತ ಅಳ ತ ತ? 
1 ಜಾ 25 ಶಿ 2 2 4 
Fy 4} ದ4 
81 4 _ 
kes ್ಷಕ್ಯಹೆ 
‘“A=+Sxy+2)—llx—71yp+5=0 
(2) 3x +2) +1=0, x+y-—1=0 ಸರಳರೇಖೆಗಳು ಅನಂತ 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳಾಗಿರುವ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾವು (1, — 1) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ 


ಸಾಗುವುದು. ಅದರ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಹಿ ಡಾ (3/--2)--1 (ಯ--)»- 1) 0 
ಲ 5 ವ (3% 3- 2) 3.1) (೫-1) --ಹಣಾ0 ಬೇಕಾದ 
ಹೈ ಸರ್ಬೊಲಾ. ಇದು (1, - 1) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದರಿಂದ 
1 ke "ಇ 
“S=Gx+2y+ID)(x+y-—10D)+2=0 


x? y> 
8.5 ಅನುವರ್ತಿ ಹೈಪರ್ಜೊಲಾ-- ಧ್ಯ —1=0, 
ಹೈ.ಸರ್ಬೊಲಾದ 2-ಅಕ್ಬವನ್ನು ಅನುಪ್ರಸ್ಥ ಅಕ್ಸವೆಂದೂ »-ಅಕ್ಬವನ್ನು ಅನುವರ್ತಿ 
ಅಕ್ಬನೆಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಅಕ್ಬಗಳನ್ನು ಅದಲುಬದಲು ಮಾಡಿದರೆ 
ಅಂದರೆ ಈ ಹೈನರ್ಬೊಲಾದ ಅನುಪ್ರಸ್ಪ ಮತ್ತು ಅನುವರ್ತಿ ಅಕ್ಬಗಳು 
ಕ್ರಮವಾಗಿ ಅನುವರ್ತಿ ಮತ್ತು ಅನುಪ್ರಸ್ಥ ಅಕ್ಷಗಳಾಗುವಂತೆ ಇನ್ನೊಂದು 
ಹೈನರ್ಬೊಲಾವನ್ನು ರಚಿಸಿದರೆ-ಅದರ ಸಮಾಕರಣವು 


3 x? ೫ ಐ“ 
FR 


ಈ ಹೈ ಸರ್ಬೊಲಾವನ್ನು ದತ್ತ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಅನುವರ್ತಿ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾ 
ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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x8 2 


ರ ೨ 3-1 =0 ಅನುವರ್ತಿ ಹೈಸರ್ಜೊಲಾ. 
ಇವೆರಡರ ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು 


sh ಬಗ ಸ 
ಹಿ ಸಾಸ ನನ್ಯ 0 ಎಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟ. 


ಕೆಲವು ಮುಖ್ಯ ಗುಣಗಳು-- 


1 S4S'=2A ಎಂದು ಸುಲಭವಾಗಿ ತಿಳಿಯಬಹುದು. ಈಗ 
S=ax?*-+2hxy -- 08-22: 2/೬. (0 
ಒಂದು ಹೈಸರ್ಜೊಲಾವಾಗಿರಲಿ. ಅದರ ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು 
ಕೆ 


Re 
ಅನುವರ್ತಿ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾ, SUAS 
2A 
ಈ pS 2 
x? 2 

ಸಾ ತ 


3 1=0 ಅಕ್ಷವನ್ನು (40,0) ಬಿಂದು 
ಗಳಲ್ಲಿಯೂ, »-ಅಕ್ಸವನ್ನು (0, -- ರಗ) ಊಹ್ಯಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿಯೂ ಛೇದಿಸುವುದು. 


$= 5 +1=0 2-ಅಕ್ಷವನ್ನು (4: 4,0) ಊಹ್ಯಬಿಂದು 


ಗಳಲ್ಲಿಯೂ, )-ಅಕ್ಬ್ಸವನ್ನು (0, 3 b) ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿಯೂ ಭೇದಿಸುವುದು. 
ಆದ್ದರಿಂದ ಅನುವರ್ತಿ ಹೈ ಸರ್ಬೊಲಾವು (ದತ್ತ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ) ಅನುವರ್ತಿ 
ಅಕ್ಬವನ್ನು ವಾಸ್ತವಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಭೇದಿಸುವುದು. 


111 ಈ ಬಿಂದುಗಳು ಸA(a,0), ಡಿ'(-- 4,0), 8 (0, 0), ೫'(0, — b) 
ಎಂದೂ ಕಲ್ಪನೆಯ ಸೌಕರ್ಯಕ್ಕಾಗಿ Aj’ (— ai, 0), A; (ai, 0), Bi (0,—bi), 
B; (0, bi) ಎಂದೂ ಇರಲಿ. 


ಆಗ, OA? + OA;? = OB? + OB; —0 (ಇತ್ಯಾದಿ). 
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8.6 ಅನುವರ್ತಿನ್ಯಾಸಗಳು- ಸರಿಚ್ಛೇದ 7.7 ರಲ್ಲಿ ವಿವರಿಸಿರುವ 
ಕ್ರಮದಲ್ಲಿ ಮುಂದುವರಿದರೆ, i 


x? 2 


ತ ಎತ —1=0 ಹೈಸರ್ಬೊಲಾಕ್ಕೆ 


= Mm 
೫5111. ಎಂಬ ಎರಡು ವ್ನಾಸಗಳು ಪರಸ್ನರ ಅನುವರ್ತಿ 
» = Mex ರಿ ೨ 


ಖೆ 


p> 
ಗಳಾಗಿರಲು ನಿಯಮ ೫ = ತ ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. 


|] ಒಂದು ಜೊತೆ: ಅನುನರ್ತಿವ್ಯಾಸಗಳು ಒಂದು ಇನ್ನೊಂದಕ್ಕೆ ಸಮಾ 
ನಾಂತರವಾಗಿ ಎಳೆದ ಜ್ಯಾಗಳ ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳ ಸಥ. 


ಜ್‌ [೫8 
ಇ ಬ ಈ ಅರಾಜಕ ಗಳೂ ಫಂ ಸ ಣೆ. 
11 y= nx ವ್ಯಾಸವು 3-81-0 ಹೈನರ್ಬೊಲಾನನ್ನು 
P (೧7000, 002/1 0) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸಲಿ. 
ಗಿ 
ಳು. sin 0. ಇದರ ಅನುವರ್ತಿವ್ಯಾಸದ ಓಟ, 
ಠಿ 
ಗನ್‌ 


ಈ ಅನುವರ್ತಿವ್ಯಾಸವು ಹೈ ಸರ್ಬೊಲಾವನ್ನು 

Q; (ai tan 8, bi sec 0), Q;’ (— aitan 0, — bisec 6) 
ಎನ್ನುವ ಎರಡು ಊಹ್ಯಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುದು. ಇದೇ ಅನುವರ್ತಿ 
ವ್ಯಾಸವು ಅನುವರ್ತಿ ಹೈಪರ್ಬೊಲಾ ಈ we 1=0 ಯನ್ನು 
Q(atan 9, bsec 8), Q'(— atan 6, —bsec8) ಎನ್ನುವ ಎರಷು ವಾಸ್ತವ 
ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುದು. 

OP? -- 13 50030 — 88/30 

೦೦೫ = 031೩130 + 0ೌ 0036 

ಇ. ೦0808... ೦೧೮೬ =a — BP 

OP: + ೦೦, =a" -- 

" ೦೦೫--೦೦ -ಇ0 


ಹೈ ಪರ್ಬೊಲಾ 


(atan®,bsecO) 


Plasec®,btand) 


PC 
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111 ೫ ಮತ್ತು ೧ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಆಯಾ ಹೆ ಹೈಪರ್ಬೊಲಾಗಳಿಗೆ ಸ್ಪರ್ಶಕ 
ಗಳನ್ನು ಎಳೆಯಬೇಕು. ಇವುಗಳ ಸಮಾಕರಣಗಳು 


ಅಥವಾ 


ಈಗ sin 


ಸ್ಪರ್ಶಕದ 


2 21೩೫1 0 
ಜ್‌ ಶಾ 74 
೫೩1 0 y 0 

a PR Ne 
RE x ೫೯616 133) 
ಹು TT COS 

x sin 0 
ಕಾ ಲ ಯಕ 


a 
ತ x sin 6 ದೆ 
(5 7,106 — 0050) +sino(— 


ತ 
=—— (sin6 + 81830) ವೈ Gin 9 + sin?6) 


= (sin 0 + 61730) ( ತೆ 24 
a ರ 


p+ cos 9) 


],] 51 0 + ಓ್ವೇ॥! 0 + («10 0 —+ 51/20) (೨. ಮು ೩. ಡಾ.ಸಿ 
a 


(0 ದ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಇದು ಸತ್ಯ) 


bx 
ತ” | 0, Lೊ ಡಾ 0 ಗಳು y= ವ್‌ ಅಥವಾ ಒಂದು ಅನಂತ 


ಮೇಲೆ ಸಂಧಿಸುವುವು. POP, ಗಳಲ್ಲಿ ಆಯಾ 
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ಹೈ ಸರ್ಬೊಲಾಗಳಿಗೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ಅನಂತಸ್ಪ ರ್ಶಕಗಳ ಮೇಲೆ ಸಂಧಿಸು 
ವುವು. ಅಲ್ಲದೆ, ಈ ನಾಲ್ಕು ಸ್ಪ ಸ ರ್ಶಕಗಳು ಒಂದು ಸಮಾಜ ಚತುರ್ಭುಜ 
ವನ್ನು ರಚಿಸುವುವು. . (8, ತ €,೦' ನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ಪರಸ್ಪರ 
ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿವೆಯಷ್ಟೆ ). 
ಈ ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜದ ಕೆ ಥೇತ್ರಫಲ 

= 8A OPQ 

ದಾ 8.}. (ab sec?0 — 0018131) 

ನ ಇದೊಂದು ಸಿ ಸ ರಾಂಕ. 


IV ಈ ಕೆಳಗಿನ NE ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಯು ಸಾಧಿಸಬೇಕು : 

(1 ನಾಭಿಗಳಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳಿಗೆ ಎಳೆದ ಲಂಬಪಾದಗಳು ಉಸವೃತ್ತದ 
(x: y= a) ಮೇಲಿವೆ. 

(11) ನಾಭಿಗಳಿಂದ ಒಂದು ಸ್ಪರ್ಶಕಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳ ಉದ್ದಗಳ 
ಗುಣಲಬ್ಧ -- 8 ಗೆ ಸಮಾನವಾಗಿದೆ. 

(111) ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ೌ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ನಾಭಿಗಳು ರಚಿಸುವ 
ಕೋನಗಳನ್ನು P ಯಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕ ಮತ್ತು ಲಂಬ ದ್ವಿಭಾಗಿಸುವುವು. 

(iv) ೫ಯು ಹೈನರ್ಬೊಲಾದ ಮೇಲೆ ಇಲ್ಲದಿರುವ ಬಿಂದು. ೫ ಯಿಂದ 
ಹೈನರ್ಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು 8 ಯನ್ನು ನಾಭಿಗಳಿಗೆ ಸೇರಿಸುವ 
ಕೇಖೆಗಳಿಗೆ ಸಮಾನವಾಗಿ ಬಾಗಿಕೊಂಡಿವೆ. 

(೪) ಒಂದು ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕದ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದು ? ಯಿಂದ ಎಳೆದ 
ಛೀದಕವು ಹೈಸರ್ಬೊಲಾವನ್ನು 0,೫ ಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುವುದು. ೦ಐಯು 
ಈ ಛೇದಕಕ್ಕೆ ಕೇಂದ್ರದಿಂದ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ ಎಳೆದ ತ್ರಿಜ್ಯ. ಆಗ 
PQ. PR = ೦0೩. ಛೇದಕವು ಇನ್ನೊಂದು ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕವನ್ನು ೧8'ಯಲ್ಲಿ 
ಸಂಧಿಸಿದರೆ PP' ಮತ್ತು ೧ಔ ಗಳಿಗೆ ಒಂದೇ ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಿದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ 
(1) ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ರೇಖಾಂತರಿಸುವ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ವಿಭಾಗವನ್ನು 
ಸ್ಪರ್ಶ ೯ಬಿಂದು ಸಮದಿ ವ ಭಾಗಿಸುವುದೆಂದೂ, ಈ ಮೂರು ರೇಖೆಗಳು ರಚಿಸುವ 
ಭುಜದ ಕ್ಷೇತ್ರ ಫಲ ಸಿ ಸ್ಥಿರವಾಗಿದೆಯೆಂದೂ ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
ಅನ 4ರ್ಶಕಗಳನ್ನು ಅಕ್ಸಗಳಾಗಿ ಆರಿಸಿಕೊಂಡರೆ ಅವುಗಳ ಒಟ್ಟು 
ಸಮಾಕರಣ x) = 0 
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ಚಿತ್ರ 8.4 


ಸ ಹೈಸರ್ಜೊಲಾದ ಸಮಾಕರಣ 1) =, ಆ ಒಂದು ಸ್ಲಿರಾಂಕ. 
P (2.೫೫ ಹೈ ಸರ್ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಬಿಂದು ಆಗಿರಲಿ. ಅಂದರೆ 
೦x, ೦y ಗಳಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿ Pಯ ದೂರಗಳು x,y), RPQ 
ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮಾಕರಣವು 20% + ೫೫ = 2 


೧೬ ಬೀತಿ 
_ ೫ ಬಿಂದು (= 0); ೦ ಬಿಂದು ( 0, 5) 
HY ೨ 


(೩ (2 
QR ನ ಮಧ್ಯಬಿಂದು ( ಕ್ಕೆ ಆದರೆ ೫೫-೮ 


ಇ ಈ ಮಧ್ಯಬಿಂದು (x1, 3) ಇದು P ಬಿಂದು. 
AORQ = }0OR . OQsin o 


— 223610 ಲ, ಒಂದು ಸ್ಥಿರಾಂಕ, (w= Xoy) 


(2) ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಒಂದು ಸ್ಪರ್ಶಕವು ನಿಯಾಮಕವೃತ್ತವನ್ನು 7.0 
ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಭೇದಿಸುವುದು. ೦೫, ೦೦ (೦ ಕೇಂದ್ರ) ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಒಂದು 
ಜೊತೆ ಅನುವರ್ತಿವ್ಯಾಸಗಳೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

R(asec8,btan 8) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಫರ್ಶಕವು 


' sin 0 
ಹಾರ 51 ನಿಯಾಮಕ ವೃತ್ತವು 


000650 ' 0040 ' 


ಕ ೯-೫೫ ಜಾ 0-18 
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ಚಿತ್ರ ದಿ 


೦೫, ೦೮ ಗಳ ಒಟ್ಟು ಸಮಾಕರಣ ದೊರೆಯಲು ನಿಯಾಮಕವೃತ್ತದ ಸಮಾ 
ಕರಣವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮಾಕರಣದ ಸಹಾಯದಿಂದ ಸಮಾನಘಾತಿಸಬೇಕು. 
ಆ ಸಮಾಕರಣವು 


0೩3 (08 — a? «1030) + 2xy ೧0 (08 — 03 sin 0 
+ a2y2(b? — ೧3451030) = 0 


68 (b> — 4° 51೧38) b> 
a? (b> — a? sin?6) a 


OP, ೦೦ ಗಳ ಓಟಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧ ಚ 


ಅಭ್ಯಾಸ 8.1 


1 ಹೈಪರ್ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ 6, 4, 4 ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬ 
ಗಳು ಏಕಬಿಂದುಸ್ಥ ವಾಗಲು ನಿಯಮ 


sin 0 tan 0 1 |=0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
sin $ tan $ | 
sin Y tan ೪ ] 


2 2x43y-—l1=0, 3x—4y45=—0 ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕಗಳಾಗಿ 
ರುವ ಹೈನರ್ಬೊಲಾ (3, 5) ಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗಿದರೆ ಅದರ ಸಮಾಕರಣವು 
6x 4+ xy— 123 4- 7% 3- 19) +115 ಎ. 0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

3. 21% + Sy ಇ116 ಸರಳರೇಖೆಯು 


72೫ -- Sy? = 232 ಹೈನಸರ್ಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಿದೆಯೆಂದು 
ಸಾಧಿಸಿರಿ. ಸ್ಪರ್ಶ ಬಿಂದುವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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4 4) 75-1-9 ರೇಖೆಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವ ಮತ್ತು ಹೈಸ 
ರ್ಬೊಲಾ 16% -- 9೪: ಎ 144ಕ್ಕೆ ಸ್ಪರ್ಶಕವಾಗಿರುವ ಸರಳಕೇಖೆಯ ಸಮಾಕರಣ 
ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


5 «4, 8) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಓಟಗಳು ೩0 1. 804, 
ಆಗಿದ್ದರೆ, 


ನೀಂ 
tan 0, + tang = ep ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
6 ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವು 20 ಆಗಿದ್ದರೆ ಆ ಹೈನ 


ರ್ಬೊಲಾದ ಉತ್ಸೇಂದೃತೆಯು 86೦ 20 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

ಕ್ರಿ 
2 2 
7 ಸೈ ಸತ್ಯನ 1 ಎ0. ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ (1,2) 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕವು ಉಪವೃತ್ತನನ್ನು (ay, ಗನ, (a, ಗೈ) ಬಿಂದು 
ಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸಿದರೆ. 


2 2 

8 ೦೫,೦೦, ೦೫ ಗಳು - ಸ 3 — 1 =0 ಹೈಸರ್ಜೊಲಾದ ಮೂರು 
ವ್ಯಾಸಗಳು. ಇವುಗಳ ಅನುವರ್ತಿ ವ್ಯಾಸಗಳು ಅನುವರ್ತಿ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾವನ್ನು 
ಕ್ರಮವಾಗಿ P’,೧',R' ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುವು. APQRನ ಪರಿವೃತ್ತವು 
x+y +2gx+2fy+c=0 ಆಗಿದ್ದರೆ A P'QR'ನ ಪರಿವೃತ್ತವು 


2/ಗ 280 
x+y Ps 1 1... (ಈ. 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
u(l + 1) 2bt ಸ್ಯ 
ತ ಸದಾ ನ ಬ ್‌್ಪ y= ಒಂದು ಹೈ ಸರ್ಬೊಲಾದ ಪ್ರಾಚಲ 


ಸಮಾಕರಣಗಳು. /ಯು ಪ್ರಾಚಲ. ೧, ಓಣ. ಔಡ ಈ ಹೈಸರ್ಜೊಲಾದ 
ಮೇಲಿರುವ ಚಕ್ರೀಯ ಬಿಂದುಗಳ ಒಂದು ಗಣವಾದರೆ, 
Zt + Zhtgts = 0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

10 ಮೇಲಿನ ಪ್ರಶ್ನೆಯಲ್ಲಿ ಚಕ್ರೀಯ ಬಿಂದುಗಳು ೫, ೫, P,P, 
-ಎಂದಿರಲಿ. 8,1, ೫11, ಒಂದು ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕದ ಮೇಲೂ, ಠೃ, P,N, 
“ಇನ್ನೊಂದು ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕದ ಮೇಲೂ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. 

PM; . PM; = P,N;.PN, ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
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Il ಜೆ 3 2 ಅ.0 ಕಾರಿ ವೃತ್ತದ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದುಗಳಿಂದ 
ಸಚಿ )ಕಿ ಲಾ 0 ಹೈಸರ್ಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳನ್ನು ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. ಸ್ಪರ್ಶಕ 
ಜ್ಯಾಗಳ ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳ ಸಥ (2೫ -- )2೫ ಎ 0(13--)2) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


ಬ ಡೇ ೫% 
12 ೫ )8-- ಎ0 ವೃತ್ತದ ಜ್ಯಾಗಳು ಫ್‌ ಜೆ ಹೈಸ 
ರ್ಬೊಲಾವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸಿದರೆ ಅವುಗಳ ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳ ಸಥ 
(x? + )3)2 = ಯಔ --0ಿಸ)* ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
13 x—y=a—b> ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿ 
2 2 
ನಿಂದ 3 + 7 = 1 ದೀರ್ಥವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎರಡು ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳನ್ನು ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. 
ಅವು ಅಕ್ಸದೊಡನೆ ಸೂರಕಕೋನಗಳನ್ನು ರಚಿಸುವುವೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ 
(ಮೊತ್ತ 7). 
ಕ ಶಿ 
ಪಥವು 
೫% — x26 = ಡಿ)* (03 + 03) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
15 ಎರಡು ಪರಸ್ಪರ ಅನುವರ್ತಿ ಹೈ ಸರ್ಬೊಲಾಗಳಿನೆ. ಇವುಗಳನ್ನು 
ಕುರಿತು ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನ ಧ್ರುವೀಯಗಳು ಸರಸ್ಪರ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿವೆ 
ಯೆಂದೂ ಅವು ಕೇಂದ್ರದಿಂದ ಸಮಾನ ದೂರದಲ್ಲಿವೆಯೆಂದೂ ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


16 ನಾಭಿಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ವ್ಯಾಸವಾಗಿ ರಚಿಸಿರುವ 


2 2 
ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳನ್ನು ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. 5 - 3-1-0 ಹೈಸರ್ಬೊಲಾ 
ವನ್ನು ಕುರಿತು ಈ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳ ಧ್ರುವಗಳ ಪಥವು 
A | 
ಫಿ ನ pr = ಕ್ಸ್‌ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


17 ಒಂದು ಹೈಸರ್ಜೊಲಾ ಮತ್ತು ಅದರ ಅನುವರ್ತಿ ಹೈ ಸರ್ಬೊಲಾಗಳ 
ಉತ್ಕ್ರೇಂದ್ರತೆಗಳು € ಮತ್ತು €' ಎಂದಿದ್ದರೆ, 
18 ವೃತ್ತಗಳ ಒಂದು ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ ವ್ಯವಸ್ಥೆಯಿದೆ. ಈ ವೃತ್ತ 


ವ 
ಗಳನ್ನು ಕುರಿತು ಒಂದು ದತ್ತ ಸರಳರೇಖೆಯ ಧ್ರುವಗಳ ಪಥವು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ 


= 1 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
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ಒಂದು ಹೈಸರ್ಜೊಲಾ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ, ಇದರ ಒಂದು ಅನಂತ ಸ್ಪರ್ಶಕವು 
ದತ್ತ ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆಯೆಂದೂ ಇನ್ನೊಂದು ಮೂಲಾಕ್ಸಕ್ಕೆ ಸಮಾ 
ನಂತರವಾಗಿದೆಯೆಂದೂ ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


19 y3—d4ax=0 ಸೆರಾಜ್ನೊಬ್ಲಾನ್ನನ್ನು ಕುರಿತ ॥ ಬಿಂದುವಿನ ಧ್ರು ನೀ 
ಯವು x೨)? ಎ 03 ವೃ ತ್ಮವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸಿದರೆ, | ಯ ಪಥವು 4% y= pF 
ಹೈಸರ್ಬೊಲಾ ಎಂದು i 

20 (X1, ೫1]. (ಸ, Ya) ಬಿಂದುಗಳ ಧ್ರು ನೀಯಗಳು (ಹೈಸರ್ಬೊ ೪೨9 


2” ಸ 


ರ್ರ ಕಾ — l= 0 ಯನ್ನು ಕುರಿತು) ಪರಸ್ಪ ರ ಲಂಬವಾಗಿದ್ದ ರೆ, 
XX ೫೬೫೩ 
ಎಂದು ಸಾಧಿನಿರಿ 


b> 


8,7 ಲಂಬೀಯ ಹೈ ಪರ್ಬೊಲಾ--- 


2 
ಸ್‌ 1 ಎ0 ಹೈಸರ್ಜೊಲಾದ ಅನಂತ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು 


ಡೆ ತ — 0. ಇವುಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನಗಳು 


ತ ಇ) ಈ ಕೋನವು ಲಂಬಕೋನವಾದಾಗಣಿ--॥8--0 
ಅಥವಾ 0 ನಿ 

ಆಗ ಹೈನರ್ಬೊಲಾವು ೫-೪ - ಯ ಆಗುವುದು. ಈ ಹೈ ಸರ್ಬೊಲಾವನ್ನು 
ಲಂಬೀಯ ಹೈಸರ್ಜೊಲಾ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ ಅಕ್ಸಗಳೂ, 
ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕಗಳೂ ಪರಸ್ಪರ ಕೋನಗಳ ಸಮದ್ವಿಭಾಜಕಗಳು ಎನ್ನುವುದು 
ವಿಭ 

ಅನಂತಸ ೈರ್ಶಕಗಳನ್ನು ಅಕ್ಸಗಳಾಗಿ 
RE ಲಂಬೀಯ 'ಹೈಸರ್ಜೊಲಾದ 
ಸಮಾಕರಣವು ೫೪ - ಸ ರೂಪದಲ್ಲಿರುವುದು. 
A ಬಿಂದು ಈ ಹೈಪರ್ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿದೆ. 
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" ಲಂಬೀಯ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಸಮಾಕರಣವು 


12 
xy = ದ ಅಥವಾ *) - ಲಿ, ೭ ಯು ಒಂದು ಸ್ಥಿರಾಂಕ, 


8.8 ಪ್ರಾಚಲ ಸಮಿಾಕರಣಗಳು-- 
ಸರಾ ( 2 ಸರಾ ಲಂಬೀಯ ಹೈಪರ್ಜೊಲಾದ ಪ್ರಾಚಲಸಮಾಕರಣ 


ಗಳು. /ಯು ಪ್ರಾಚಲ, 
(1) 1,1 ಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ಜ್ಯಾ ಸಮಾಕರಣ 
೫-11೭) --60(ಗ4-!ಐಭ ಎ0 
(2) ೬ ಯಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕವು 
೫-1೨) -2( ಎಟಿ 
(3) ಲಂಬ ಜ್ಯಾಗಳ ಧ್ರುವಗಳ ಪಥ: 
(ಯಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬವು 


[6 
y ಕ್‌ ಕಟ್‌ 


(3-0 (3೩0 | (1) 

ಇದರ ಧ್ರುವ P(x, 1) ಆಗಿರಲಿ. 

Pಯ ಧ್ರುನೀಯ xy; + YX 20 =0 (2) 
(1) ಮತ್ತು (2) ಸರ್ವಸಮವಾಗಿವೆ. 

x1 ೫; — 20 


ps ನ್‌ ’. P ಯ ಪಥ ಸಮಾಕರಣವು 
x | 
ಸ್‌ 4” EE 4c?yxS 
ಸ್‌ (3) 
x? 


". (20 --.) 8. 4% ಇ.0 
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ಉದಾಹರಣೆ 
(1) ಸಹಲಂಬ ಬಿಂದುಗಳ ಗಣವು ಒಂದು ತ್ರಿಭುಜ ಮತ್ತು ಅದರ ಲಂಬ 
ಕೇಂದ್ರವನ್ನು ರಚಿಸುವುವು ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


ದತ್ತಬಿಂದು (1, ್ಣ) ಯಿಂದ ಎಳೆದ ಒಂದು ಲಂಬಪಾದ "/' ಆಗಿದ್ದರೆ, 
1 ಯು €/* kt (0 ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ತಾಳೆ ಮಾಡುವುದು. 
ಹೀಗೆ ದೊರೆಯುವ ನಾಲ್ಕು ಲಂಬ ಪಾದಗಳ ಪ್ರಾಚಲಗಳು 1, 1,14, 14 ಆಗಿದ್ದರೆ 


Itt at = ನಾ 1 


ಈ ಬಿಂದುಗಳು ಗಿ, 8, ಲ, D ಆಗಿರಲಿ. ಸಿ ೬8೮ ಯ ಲಂಬಕೇಂದ್ರವು 


H (3 114) ಆಗಿಡೆಯೆಂದು ಸುಲಭವಾಗಿ ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 


ttt 


ಮೇಲಿನ ನಿಯನುದಿಂದ ಈ ಬಿಂದು H (ct, ವ ಆಗಿಜಿಯೆಂದು ತಿಳಿಯು 
4 
ತ್ತೇವೆ. ಆದರೆ ಇದು ಐ ಬಿಂದುವೂ ಆಗಿದೆ. 


ಇನ್ನೊಂದು ವಿಷಯವನ್ನು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ--ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಹೈನ 
ರ್ಬೊಲಾವು ಒಂದು ತ್ರಿಭುಜನನ್ನು ಆವೃತಿಸಿದರೆ ಅದು ತ್ರಿಭುಜದ ಲಂಬಕೇಂದ್ರದ 
ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದು. 


(2) ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಹೈಸರ್ಜೊಲಾವನ್ನು ಒಂದು ವೃತ್ತವು (ತ್ರಿಜ್ಯ R) 


A,B,C,D ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುವುದು. ೦ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಕೇಂದ್ರ 
ವಾದರೆ, 


OA + ೦೫: + 0C°: + OD: ಎ 483 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

x+y t2gx+2fy+k=0 ವೃತ್ತಕ್ಕೂ 

x) = ಲಂಬೀಯ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾಕ್ಕೂ ಇರುವ ಒಂದು ಸಾಮಾನ್ಯ 
ಬಿಂದು( 01, —) ಆಗಿರಲಿ. ಆಗ/ಯು 


03 14 .- ಶೋಕ -. ಹ(3 +2fct+c=0 


ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲವಾಗಿದೆ. /ಯ ನಾಲ್ಕು ಬೆಲೆಗಳು ಸಾಮಾನ್ಯ ಬಿಂದು 
ಗಳಾದ ಗಿ, ೫, ೮, ಐ ಗಳ ಪ್ರಾಚಲಗಳು. 
28 


ತ ಒಂ ಪಸ ಜಾ 3 
21 3 tits 3 
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| ತೆ 
( ೨ 


(೫ 
OA: + OB: + ೦೦೫ + ೦0೫ = 2 [(/)' ತ ತ 
1 


mg 
(2 (೩ (೩ (೩ 
= 4 (03--/3-- |) ಎ 4%2 
ಸೂಚನೆ: (1 ಮೇಲಿನ ಪ್ರಶ್ನೆಯಲ್ಲಿ htt =A 
(1) ABಿಯು ವೃತ್ತದ ವ್ಯಾಸವಾದರೆ €Dಯು ಲಂಬೀಯ 
ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ವ್ಯಾಸವಾಗುವುದು. 
(i) ೧.48೦ ಯನ್ನು ಆವೃತಿಸುವ ಲಂಬೀಯ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ 
ಕೇಂದ್ರವು A ABC ನವಬಿಂದುವೃತ್ತದ ಮೇಲಿದೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸ 8.2 


I xy=c ಲಂಬೀಯ ಹೈ ಪರ್ಬೊಲಾದಲ್ಲಿ ಈ ಕೆಳಗಿನ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು 
ಸಾಧಿಸಿರಿ- 
1): 2h 28 ಎನ್ನುವ ದತ್ತಸ್ಥಿರಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ ಸಾಗುವ ಎಲ್ಲ 
ಜ್ಯಾಗಳ ಮಧ್ಯ ಬಿಂದುಗಳ ಪಥ 
(x— h){y— k)= hk 
(2) ಅಲಂಬೀಯ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಕೇಂದ್ರದಿಂದ ಯಾವುದೇ ಒಂದು 
ಬಿಂದುವಿನ ದೂರವು ಆ ಬಿಂದುವಿನ ಧ್ರುನೀಯದ ಕೇಂದ್ರದೂರದ ವಿಲೋಮ 
ನಿಷ್ಪತ್ತಿಯಲ್ಲಿದೆ. 
(3೨) y= d4axೆ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳನ್ನು ಎಳೆಯಲಾಗಿದೆ. ಲಂಬೀಯ ಹೈಸ 
ರ್ಬೊಲಾಕ್ಕೆ ಇವುಗಳ ಧ್ರುವಗಳ ಸಥ 
ax 
(4) x= 4p ಗೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕವು ಲಂಬೀಯ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾವನ್ನು 
7, ೧ ಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುವುದು. 80 ನಿನ ಮಧ್ಯ ಬಿಂದುವಿನ ಸಥ 
ay + (xy+CO)x=0 
(5) ಲಂಬೀಯ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾ ಆವೃತಿಸುವ ಸಮಭುಜ ತ್ರಿಭುಜದ 
ಪರಿಕೇಂದ್ರ ಆ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವುದು, 
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(6) ಲಂಬೀಯ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಮೇಲೆ ನಾಲ್ಲು ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ತೆಗೆದು 
ಕೊಳ್ಳಲಾಗಿದೆ. ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳ ಜೋಡಣೆಯು ಉಳಿದೆರಡು ಜೋಡಣೆಗೆ 
ಲಂಬವಾಗಿದೆ, ಹಾಗಾದರೆ ಈ ಗುಣವು ಈ ನಾಲ್ಕು ಬಿಂದುಗಳ ಪೈಕಿ 


ಯಾವುದೇ ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳ ಜೊತೆಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗಲೂ ಸತ್ಯ 
ನಾಗಿರುವುದು. 


(7) ಲಂಬೀಯ ಹೈನರ್ಬೊಲಾದ ಜ್ಯಾಗಳ ಉದ್ದ 2/ ಎಂಬ ಸಿರ 
ಎ ಥಿ 
ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿದ್ದರೆ ಅವುಗಳ ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳ ಪಥ 
(೫೫ -- Yay ಔಡ) ಎಗ್ಫಿಂ) 


(8) A ABC ಯನ್ನು ಲಂಬೀಯ ಹೈಪರ್ಬೊಲಾವು ಆವೃತಿಸುವುದು. 
ಮ ತ್ರಿಭುಜದ ಭುಜಗಳು ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕಗಳೊಂದಿಗೆ 4,6, ) ಕೋನಗಳನ್ನು 
ರಚಿಸುವುವು. ೩, 8, ಲ ಗಳಲ್ಲಿ ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳು ಏಕಬಿಂದುಸ್ಥ 
ವಾದರೆ, 
cot 2a + cot 2/ + cot 2y =0 


(9) ಲಂಬೀಯ ಹೈಸರ್ಜೊಲಾದ ಒಂದು ಲಂಬವು ಅನುಪ್ರಸ್ಥ ಅಕ್ಷ 
ದೊಡನೆ 8 ಕೋನವನ್ನು (< 7) ರಚಿಸುವುದು. ಆ.ಲಂಬವು ನಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು 


ಪುನಃ ಸಂಧಿಸುವಲ್ಲಿನ ಲಘುಕೋನವು ೦೦ (2 tan 26). 

(10) ? ಯಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬ ವಕ್ರರೇಖೆಯನ್ನು ಪುನಃ ೪ ನಲ್ಲಿ 

ಸಂಧಿಸುವುದು. ಆಗ 
702 = 3 CP: + ೧೦% 

(11) PQ ಎಂಬಜ್ಯಾ ಲಂಬೀಯ ಹೈನರ್ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಸಿ ಎಂಬ 
ಸ್ಥಿರಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಒಂದು ಲಂಬಕೋನವನ್ನು ರಚಿಸುವುದು. ಸಿಯಲ್ಲಿ ಎಳೆದ 
ಲಂಬಕ್ಕೆ 70 ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿರುವುದು. 

(12) ೫8, ಲ, ಔ ಲಂಬೀಯ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಬಿಂದುಗಳು. 
ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳು ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುವು. 
ಲಂಬೀಯ ಹೈ ಪರ್ಬೊಲಾದ ಕೇಂದ್ರವು A PQRನ ಗುರುತ್ವಕೇಂದ್ರವಾಗಿದೆ. 

(13) ೫7, ಲ, ೩, 5 ಬಿಂದುಗಳು ಲಂಬೀಯ ಹೈನರ್ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿವೆ. 
ಅವುಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳು ಸಿಯಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುವು. ೦ ಲಂಬೀಯ 
ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಕೇಂದ್ರ. ಆಗ 

OA: = OP: + ೦೦೫ + OR: + ೦83 


158 ಬೀಜರೇಖಾಗಣಿತ 


(14) (/.8) ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಲಂಬೀಯ ಹೈಸರ್ಜೊಲಾಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಲಂಬ 
ಪಾದಗಳು ಲಂಬೀಯ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾ ಮುತ್ತು? JR 
(ಇದೂ ಸಹ ಲಂಬೀಯ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾ) ಇವುಗಳ ಛೇದನಬಿಂದುಗಳಾಗಿವೆ. 


11 y= ಮೇಲೆ ಇರುವ ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳ ಪ್ರಾಚಲಗಳು 1 ಮತ್ತು 
21. "!' ಯಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕ ಮತ್ತು "/', "2/' ಗಳಲ್ಲಿ ಸೇರಿಸುವ ಜ್ಯಾ 


2 
ಇವುಗಳ ನಡುವಿನ ಕೋನವು 3- ೫-3 (575) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


111 ೫ -- 40) =0 ಪೆರಾಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ೫ ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನ 
xy = 20 ಲಂಬೀಯ ಹೈಸರ್ಜೊಲಾನ ವನ್ನು ಕುರಿತಾದ ಧ್ರುವೀಯವು )೫* = 40% 
ಸೆರಾಬೊಲಾನನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುದೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

IV y= ಮೇಲಿರುವ ಚಕ್ರೀಯ ಬಿಂದುಗಳ ಒಂದು ಗಣದ 
ಪ್ರಾಚಲಗಳು thtptyte ಈ ಬಿಂದುಗಳ ಗುರುತ್ತಕೇಂದ್ರವು (ಅಂದರೆ ಪ್ರತಿ 
ಯೊಂದು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿಯೂ ಸಮಾನದ್ರವ್ಯರಾಶಿಯ ಒಂದೊಂದು ಕಣವನ್ನಿಟ್ಟಿರೆ 
ಅವುಗಳ ಗುರುತ್ವಕೇಂದ್ರ) ವೃತ್ತದ ಮತ್ತೂ ಲಂಬೀಯ ಹೈ ಪರ್ಬೊಲಾದ 
ಕೇಂದ್ರಗಳನ್ನು ಜೋಡಿಸುವ ರೇಖೆಯನ್ನು ಅರ್ಧಿಸುವುದೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

VY ಲಂಬೀಯ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಒಂದು ಜೊತೆ ಅನುವರ್ತಿವ್ಯಾಸಗಳು 
ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕಗಳಿಗೆ ಸಮಾನವಾಗಿ ಬಾಗಿಕೊಂಡಿನೆ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

VMI x—y?=u? ಲಂಬೀಯ ಹೈ ಸರ್ಬೊಲಾದ ಲಂಬಜ್ಯಾಗಳ ಮಧ್ಯ 
ಬಿಂದುಗಳು (೫2 - ೫೨) = 40x)? ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲಿವೆಯೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

VII! ಲಂಬೀಯ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿರುವ ಸ,B, ಲಿ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ 
ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳು ಆ ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಏಕಬಿಂದುಸ ವಾದರೆ, A ABC ಯ 
ಗುರುತ್ತಕೇಂದ್ರವು ವಕ್ರರೇಖೆಯ ಕೇಂದ್ರನೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


x2 y2 
NHI ಬ್ಬ ಇಹ ದೀರ್ಫವೃತ್ತವೂ, xy =e ಲಂಬೀಯ 


ಹೈ ನರ್ಬೊಲಾವೂ ನಾಲ್ಕು ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸಂಧಿಸುವುವೆಂದೂ, ಆ ಬಿಂದುಗಳ 

ಉತ್ಸೇಂದ್ರ ಕೋನಗಳ ಮೊತ್ತವು 7 ಯ ನಿಷಮ ಅಸವರ್ತ್ಯವೆಂದೂ ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
IX tan 09, cot 8) ಬಿಂದು ಸ) = ಆ ಮೇಲಿದೆ. 

0-48 ರಸಂಖ್ಯೆ ಯಾಗಿರುವಂತೆ 8, 0 ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಜೋಡಿಸುವ 

ಹಗು ಹ ಅಕ್ಟ ದ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಸಿ ರಬಿಂದುವಿನ ಮೂಲಕ 

ಸಾಗುವುವೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


1 
ಕ್ರ 
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X ಎಇ ಒಂದುತಿ ತ್ರಿಕೋನವನ್ನು ಆವ ೈತಿಸುವುದು. ಈತಿ ತ್ರಿಕೋನದ 
ಎರಡು ಭುಜಗಳು ) - 0x ಮತ್ತು y=bx ಕೇಖಗಳಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತಕನಾಗಿವೆ. 


ಮೂರನೆಯ ಭುಜವು 4000 = (0 4 0) ಹೈಸರ್ಬೊಲಾವನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವು 
ದೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


Xi ಒಂದು ವೃ ತ್ರ ಮತ್ತು ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾಗಳ 
ಒಂದು ಸಾಮಾನ್ಯ ತ ವು ಹೈಸರ್ಜೊಲಾದ ವ್ಯಾಸವಾಗಿದ್ದ ರೆ ಇನ್ನೊ ೦ದು 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಜ್ಯಾವು ವೃ ವ ತ್ರ ದ ವ್ಯಾ ಸವೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


2೫11 ಒಂದು ಇಡೆ ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾವನ್ನು 
ಆವೃತಿಸುವುದು. ಈ ತ್ರಿಭುಜದ ಶೃಂಗಗಳನ್ನು ಹೈಪರ್ಬೊಲಾದ ಕೇಂದ್ರಕ್ಕೆ 
ಜೋಡಿಸುವ ವ್ಯಾಸಗಳಿಗೆ ಕೇಂದ್ರ ದಿಂದ ಲಂಬಗಳನ್ನು ಎಳೆದು ಎದುರು 
ಭುಜಗಳನ್ನು ಸಂಧಿಸುವಂತೆ ವೃದ್ಧಿ ಸಲಾಗಿದೆ. ಹೀಗೆ RYE ಮೂರು 


ಬಿಂದುಗಳು ಹೈ ಸರ್ಬೊಲಾದ ಶಂ. ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಮೇಲೆ ಏಕರೇಖಸ್ಥವಾಗಿವೆ 
ಯೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


೫111 ಒಂದು ದತ್ತಸರಳರೇಖೆ ಇದೆ; ಒಂದು ದತ್ತ ಸಹಮೂಲಾಕ್ಟ 
(ವೃ ತ್ಮಗಳ) ವ ವಸ್ಥೆ ಇದೆ. ಈ ವೃ ತ್ತಗಳನ್ನು ಕುರಿತು ಸರಳಕೇಖೆಯ ಧ್ರು ವಗಳ 
ಪಥವು ಸಾಮಾನ್ಯ ವಾಗಿ ಒಂದು ಡೈಸರ್ಜೊಲಾವೆಂದೂ ಅದರ ಒಂದು ಭದ 
ಸ್ಪರ್ಶಕವು ಮೂಲಾಕ್ಸಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿದೆಯೆಂದೂ ಇನ್ನೊಂದು ಅನಂತ 
ಸ್ಪರ್ಶಕವು ದತ್ತ ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿದೆಯೆಂದೂ ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

XIV xy=e ಮೇಲೆ ಡಿ ೫8 ೮ ಬಿಂದುಗಳಿವೆ. ಅವುಗಳ 
೫-ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು x, ಇ, ಸ ಆಗಿವೆ. 
03 (ಎದ್ದ -- ಹು) (ಎಣ -- ೫9) (Xx -- X1) 

2೫/3೫, 

ಎಂದೂ, ಡಿ, 8. ೮ ಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ಆವೃತಿಸುವ ತ್ರಿಭುಜದ ಕ್ಷೇತ್ರ 
ಫಲವು 


A ABC = 


20" (2೧ — X9) (Xs — ೫) (X3— X12) 
(x4 + x9) (Xx; + x3) (x4 + Xx) 
ಎಂದೂ ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


XV xy=coದ ಸಮಾನಾಂತರ ಜ್ಯಾಗಳ ಮೇಲೆ ಬಿಡಿಸಿದ ವೃತ್ತಗಳು 
ಸಹಮೂಲಾಕ್ಟ ವ್ಯವಸ್ಥೆ ಯಲ್ಲಿವೆಯೆಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


XVI ಒಂದು ಲಂಬೀಯ ಹೈಪರ್ಬೊಲಾವು ಎರಡು ಸ್ಥಿರಬಿಂದುಗಳ 
ಮೂಲಕ ಸಾಗುವುದು; ಮತ್ತು ಅದರ ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು ದತ್ತದಿಕ್ಳುಗಳಲ್ಲಿ 
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ಇವೆ (ಅಂದರೆ ಅವುಗಳ ಓಟಿಗಳು ಸ್ಥಿರವಾಗಿವೆ. ಇಂತಹ ಹೈಸರ್ಬೊಲಾಗಳ 
ಶೃಂಗಗಳು ಒಂದು ದೀರ್ಥವೃತ್ತ ಮತ್ತು ಒಂದು ಹೈಸರ್ಬೊಲಾದ ಮೇಲಿವೆ 
ಯೆಂದೂ, ಈ ಎರಡು ಪಥಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬೀಯವಾಗಿ ಛೇದಿಸುವುವೆಂದೂ 
ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

XV xy=c ಮತ್ತು )3 = 40% ನಕ್ರರೇಖೆಗಳ ಛೇದನ ಬಿಂದುವಿ 
ನಲ್ಲಿ ಆಯಾ ವಕ್ರರೇಖೆಗೆ ಎಳೆದ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು :-ಅಕ್ಸದೊಡನೆ ಕ್ರಮವಾಗಿ 1,4 
ಕೋನಗಳನ್ನು ಉಂಟುಮಾಡುವುವು. 

tan0 = —2tan$ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


ತ್ರಿಕೋಣಮಿತಿ 


ಒಂದನೆಯ ಅಧ್ಯಾಯ 


ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಸಮಿಾಸಾಕರಣಗಳು 


KY ಪೀಠಿಕೆತ್ರಿ ಕೋಣಮಿತಿಯಲ್ಲಿ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುವಾಗ 
ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು ಒಳಗೊಂಡಿರುವ ಸಮಾಕರಣಗಳು 
ಎದುರಾಗುವುವು. ಉದಾಹರಣೆಗೆ 00080 +bsin0 +೭ 7-0 ಇಂಥ ಒಂದು 
ಸಮಾಕರಣ. ಇದನ್ನು 51: 0 ಅಥವಾ 0056 ದಲ್ಲಿ ಜ್‌ ನರ್ಗ ಸಮಾಕರಣ 
ವಾಗಿರುವಂತೆ ಪರಿವರ್ತಿಸುವುದು ಸಾಧ್ಯವಿದೆ. ಇದರಿಂದ ದೊರೆಯುವ in 8 
ಅಥವಾ 0080 ದ ಬೆಲೆಗಳು ಒಂದೇ, ಎರಡೇ ಅಥವಾ ಅಸಂಖ್ಯಾತವೇ? ಇಂಥ 
ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಸೂಚಿಸುವುದು ಸಾಧ್ಯವೇ? ಇದು ಮುಂದಿನ ಪ್ರಶ್ನೆ 


| 
sin 0'= ಎನ್ನುವ ಸರಳ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. ಇದನ್ನು 


6 ಹಾ ಎಂಬ ಬೆಲೆಯು ತಾಳೆ ಮಾಡುವುದು ಎಂದು ಸುಲಭವಾಗಿ ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. 


ಸ ಚ ಗಗ (ಗ್ಗ, ಈ ಜಿಲೆಗಳೂ ಅಷ್ಟೇ ಸತ್ಯವಾಗಿನೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ ಒಂದು ತ್ರಿ ತ್ರ ಕೋಣನಿತೀಯ ಉತ ಸ್ತ್ರ ದತ್ತವಾದಾಗ ಅದರ ಕೋನದ 
ವಿಶಿಷ್ಟ ಬೆಲೆಗಳ ಸ ಸಾಮಾನ್ಯ ರೂಪವನ್ನು ಜೊಂಡು ತ ಕ್ರಮವನ್ನು ನಾವು 
ಈಗ 'ಇಂತೀಲಿಸುತ್ತೆ ವೆ. 


ಆದರೆ = 


1.2 ದತ್ತ ಉತ್ಸನ್ನ sin0— sin 6 = kK ಎಂದಿರಲಿ. ಮೊದಲ ನೋಟ 
ದಿಂದ ಅಥವಾ ಕೋಷ್ಟಕ ಪರಿಶೀಲನೆಯಿಂದ ? ದ ಒಂದು ಬೆಲೆಯನ್ನು ತಿಳಿಯ 
ಬಹುದು. ಅದು ಇ ಎಂದಿರಲಿ. 

“ene —k 

“SnH=sina 

“snf—sna=0 
04a , 0್ಧ--0 


sin —<— =0 


“20s 5 p 
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[67 p 0—a 
= ಅಥವಾ sin ಹಾ 


* COS p) 


0-3. 0% 
2 


ಗ 0—a 
= (21+ 1) 5 ಅಥವಾ ಣೌ ವಾ 1/17, 1,1161 


“ 0 ಜಾ (2/-3-1 7--ಆ ಅಥವಾ 0 ಎ 207 -- ಆ 
ಇದರ ಸಾಮಾನ್ಯರೂಪ, 0-1 +(- 1)”, ಗಥ! (1.1) 
(1 ಎಂಬುದು 0 ಮತ್ತು ವಿಶಿಷ್ಟ ಖುಣ ಮತ್ತು ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳ ಗಣ) 


ಉದಾಹರಣೆ 
1 


1 
. 0 ಈ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ತಾಳೆ ಮಾಡುವ ಒಂದು ಬೆಲೆ. 


ಎ. O—=nmm+(— 1)" [3 7) = nm —- (— 1) 3 
ಇದರ ಸಾಮಾನ್ಯ ರೂಪ. 


3 
(0 ೫ 0ಎ ಇಲ್ಲಿ 5102 V 


ಬಾ ಜಾಕ್‌ Im 5 ಇದರ ಸಾಮಾನ್ಯರೂಪ (೧೮) 


13 ದತ್ತ ಉತ್ಪನ್ನ €0$ 0... 0೦5 9 ಇಓ ಎಂದಿರಲಿ. 
06ಎಾ% ಈ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ತಾಳೆ ಮಾಡುವ ಒಂದು ಬೆಲೆಯಾಗಿರಲಿ. 


”. 006 0 = cosa 
0೦5 0 -- ೦೦6 ಇ ಷಾ 0 


a, 0ಗಿ--6 
sin —<— ಮಾ () 


ಯ 
ದಾಖ — p 


Oa 0—a 
sin —= = 0 ಅಥವಾ = ತಾತ 
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0-3-0 ಟ್ರ 0—a 
ರಾ 7 ಅಥವಾ ಕಾರ್ಯಾಕ್‌ mn, ' 1, 111 
0 ವಾ 2/7 -- au ಅಥವಾ 0 ಎ. 2117 +a 
',. 0 ವಾಡ -- ಇ ಇದರ ಸಾಮಾನ್ಯರೂಪ (nel) £12) 
ಉದಾಹರಣೆ 
(1) cos 6 _ 
ಈಗ 
cos ಸ್ವರಾ ಸ್ವಾದ 


, 0 ವಾ 217 +7 ಎ ಇದರ ಸಾ ಸಾಮಾನ್ಯರೂಪ (nel) 


| 
2) ೦೦5 0 ಎ ಎದ ರಷ 
(2) 


37 1 
ಈಗ, ೦೦5 ೬ ರ್‌ 


3 
8-2೫೫ ೬3 ಇದರ ಸಾಮಾನ್ಯರೂನ ಗಲ 


1.4 ದತ್ತ ಉತ್ಪ 2 ಟಾ tan 0=k ಎಂದಿರಲಿ. ಹಿಂದಿನಂತೆ 
0=aಕ ಸಮಾ ಬ್ಗ ತಾಳೆ ವತಾಡುವ ಒಂದು ಬೆಲೆಯಾಗಿರಲಿ. 


_ tan 0 ಮಾ 180 ಊ 
"511 (0-- 0) ಇಟಿ 
“"0—a=nr 


Q@=nn+a,nel, ಇದರ ಸಾ ಸಾಮಾನ್ಯರೂಪ. 


ಉದಾಹರಣೆ 
(1) 8೩೫0 = — 43 


ಈಗ, tan (-]) EY 


“0—=m ತೆ , nel, ಇದರ ಸಾ ಸಾಮಾನ್ಯರೂಪ. 
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] 
(211617 0 = 3 
ಈಗ, tan pS: ಹ 
63 


“ಎ +7 , nel, ಇದರ ಸಾಮಾನ್ಯರೂಪ. 


1.5 ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಸಮಿಸಾಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸುವ ಕ್ರಮ 
ಕೆಲವು ಆರಿಸಿದ ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ನೀಡುವುದರ ಮೂಲಕ ಈ ವಿಷಯವನ್ನು 
ವಿವರಿಸುತ್ತೇವೆ. 


(1) 00050 +bsinb +c=0, a,b,c ಗಳು ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಯೆಗಳು. 
a? ೦೦೫೫0 = (b sin 6 +c)? 
"51020 (08 + a?) 4+ 200 510 0 3. (08 —a)=0 
ಇದು sin 0 ದಲ್ಲಿ ವರ್ಗಸವಿತಾಕರಣ. 
"5170 ಎ 517 (511 0 ಇದರ ಎರಡು ಮೂಲಗಳಾಗಿರಲಿ. 
~~ Om -೧ (-- 1)'ಗಟ 0—=nm+(—1)"B, 6ದ ಸಾಮಾನ್ಯ 
ಬೆಲೆಗಳು. ೧, «1. 
(2) ೦೦೫೫0 -- 610 0 ಸ್ಟ ಮಾ 
(1 -- 51130) -- €1॥ 9 ತ್ವ ಎ0 


(25816 --1) (25816 3) 0 


ಸ ೫ ತಿ 
sin 0 = } = sin g 517 8 ಭಾ ಇದು ಅಪ್ರಾಯೋಗಿಕ, 
ಆದ್ದರಿಂದ ತ್ಯಾಜ್ಯ. 
7 


5 0=nmm+(— 1) ಥ» nel 


(3) 3cos 0 + 4sin0 +5 =0 


ಇದು (1) ರಲ್ಲಿ ಬರೆದಿರುವ ಸಮಾಕರಣದ ರೂಪದಲ್ಲಿದೆ. ಇದನ್ನು ಬಡಿಸುವ 
ಇನ್ನೊಂದು ಕ್ರಮವನ್ನು ಇಲ್ಲಿ ವಿವರಿಸುತ್ತೇವೆ. 


+ 43 + 4 ದಿಂದ ಭಾಗಿಸಬೇಕು. 
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4. 
C088 + sind=—1 


(nl UY 


3 4 
Sin a ಸು 0೦5 % ವಾ 5 ಎಂಬ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ನೀಡುವ a ಎನ್ನುವ 
ಒಂದು ಕೋನವನ್ನು ಕೋಷ್ಟಕ ಸರಿಶೀಲನೆಯಿಂದ ತಿಳಿಯಬಹುದು. 


“sinacos0 -- ೦೦8 ೩811 0 ಎ -- 1 


517 (0 3- 0) ಎ. -- 1 ಷಾ $1/ (-- 3) 
EC 1೪೬ 7) nd 
=m (— nn — — ೩ ಇದರ ಸಾಮಾನ್ಯ ರೂಪ. 


(4) sin 30 = sin 40 
(a) 511 30 — sin40 =0 
14 ಲ 
— 2005 ಸ್ವಾನ sin ಸ್ವಾ ತಾ 
ಇ EEE ನ । 
rT 2ಸಷಕ 


೬ +1) 


ದ ಕ್ಕ 52%, 171 61 


“30 —nm +(— 140, 


17 


ಈ ತಗ ಫ್‌ nel 


1 
ಅಥವಾ (6) sin 30 = sin 46 
p 
| 
4 3 ಗ್ಗ 
(5) 2(1 + 7/3) 00626 +tan0 +1 =0 
261. 7/3 (1-3) -(1--1(1--/3) 0,1೧0 
(1-1-೧ [0 --2./3)0-ಗ0-(! +1)]=0 
t= — 1 ಅಥವಾ 
BE (2 ..2,/3)143423/3*ಾ0 
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7 
tan 0 = — 1 =tan pe 


ಗ 
ನ 0=nn— 4 nel 


tan0 = ೨/3 +2 ೪3 ಆದಾಗ 
0=a, Bp ಎಂದಿದ್ದರೆ, 
0=—ln+a,0=mn+8B ಆಗುವುವು. 


ಅಭ್ಯಾಸ 1.1 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಸಮಾಕರಣಗಳ ಸಾಮಾನ್ಯ ಉತ್ತರ 
ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 
cosec 0 -- 0010 = 4/3 
cos 0 + 0೦೦೬ 0 + ೦೦530 ಎ0 
sin 0 3- ೦೦5 0 = 4/2 
tan 0 + 5೦೦0 = 4/3 
tan 6 + tan 2 0 + 4/3tan 00/0260 = 4/3 
cos 20 =tan (0 +7) 
$00230 + ೦೦56030 = 3 $60450 
cos30 + 2cos#—=0 


sin®n 0 — sin?(n — 1) 0 = 61/30 


On ಇತ "ಈ ಕಿ ಹಾ RD 


40050-346000 ಎ 1೩10 


ಸ 
೦ಿ 


ಎರಡನೆಯ ಅಧ್ಯಾಯ 


ಪ್ರತಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು 


2.1 ಪ್ರತಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು ೪-/(೫) ಎಂಬ ಸಂಬಂಧ 
ವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. » ಯನ್ನು he ye ಉತ್ಪನ್ನ ಎಂದು ನಾವು ಇದನ್ನು 
ಓದುತೆ ತ್ಲೇವೆ. ಈ ಉತ್ಪನ್ನ ದಲ್ಲಿ x ಗೆ ವಿವಿಧ ಬಿರೆಗಳನ್ನು ಆದೇಶಿಸಿ )ಯ 
ಸಹಗಾಮಿ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು ಸಾ] ವಾಗಿ ಸಾಧ್ಯವಿದೆ. 
ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲದಲ್ಲಿ ನಿಚ್ಛಿನ್ನ ತೆಯು ತಲೆದೋರುವುದು. ಕಲನ ಶಾಸ್ತ್ರದಲ್ಲಿ ಇಂತಹ 
ಪರಿಸ್ಥಿ ತಿಗಳ ಜಾನ ಅಭ್ಯಾಸ ನಡೆಸುವರು. 

ಚತ = f(x) ನ್ಹು ಸ ನಲ್ಲಿ ಏಕಮೌಲ್ಯ ಉತ ನ್ನ್ನ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
೫ನ ಒಂದು ಬೆಲೆಗೆ ೫) ಯ ಒಂದು ಬೆಲೆ ಇ ಕ ಇದರ ಅರ್ಥ. 

y=ax™+tbhx+snx ಇಂತಹ ಒಂದು ಉತ್ಪನ್ನ. ಇಲ್ಲಿ ೫ನ 
ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಬೆಲೆಗೆ » ಯ ಒಂದು ಬೆಲೆ ಮಾತ್ರ ದೊರೆಯುವುದು. 

೫? = f(x) ಸಂಬಂಧದಿಂದ, 1ನ. ಬೆಲೆಯನ್ನು y ಯಲ್ಲಿ ನಿರ್ದಿಷ್ಟವಾಗಿ 
ನಿರ್ಧರಿಸುವುದು ಸಾಧ್ಯ ವೇ? ಇಂತಹ ಸಂಬಂಧವು y pe ನಿಕಮೌಲ್ಯ ಉತ್ಪನ್ನ 
ವಾಗಿರುವುದೇ, ಹ ? ಇದು ಮುಂದಿನ ಪ ಪ್ರಶ್ನೆ. 


b 
2) ನಾ04%-- ರಿ. ಆಗಿರುವಾಗ, ಬರಯ ನೆ ಆಗಿದೆ. ಇಲ್ಲ x, » ಯಲ್ಲಿ 
ಏಕಮೌಲ್ಯ ಉತ್ಪನ್ನವಾಗಿದೆ. 
) ಸಂಗಿ ರಿ: 6 ಆಗಿರುವಾಗ, 


b+ VE ಚ 
ಇಲ್ಲಿ ೫) ಯ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬೆಲೆಗೂ, *ಗೆ ಎರಡು ಬೆಲೆಗಳು ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ ಇಲ್ಲಿ ೫x, » ಯಲ್ಲಿ ಏಕವೌಲ್ಯ ಉತ್ಪನ್ನ ವಲ್ಲ. 
ಹೀಗೆ ಒಂದು ದತ್ತ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸುವ ದೃಷ್ಟಿಯನ್ನು ಅನುಸರಿಸಿ 

ಅದು ಏಕಮೌಲ್ಯ ಅಥವಾ ಬಹುಮೌಲ್ಯಗಳ ಬೇರೆ ಬೇರೆ ರೂಪ ತಳೆಯಬಹುದು. 
ಆದ್ದರಿಂದ ಈ ಕ್ರಿಯೆಯು ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರದಲ್ಲಿ ಪ್ರಾಮುಖ್ಯ ಪಡೆದಿದೆ. 

೫ =f(%) ಆಗಿರುವಾಗ, 

೫ನ 8()) ಆಗಿರಲಿ. 
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/ ಮತ್ತು 8 ಗಳು ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ ಸೂಚಿಸುವ ಉತ್ಪನ್ನಗಳನ್ನು 
ಪರಸ್ಪರ ಪ್ರತಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಪ್ರತಿಲೋಮ 
ಉತ್ಪನ್ನದ ಭಾವನೆಯನ್ನು / 1], 4 ಸಂಕೇತಗಳಿಂದ ಸೂಚಿಸುತ್ತೇವೆ. 

y =f(x) ಆಗಿರುವಾಗ, x= 0) 

ಆದರೆ, x= ೬(೫)) ಆಗಿದೆ 

ಸ 40 

ಅದೇ ರೀತಿ, x= ೭(೫) ಆಗಿರುವಾಗ, ೫೯8 (೫) 


ಆದರೆ, » -1(%) 

. 81*(0) 7/00) 

ಆದ್ದರಿಂದ, ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ // 3ಎ 8 ಅಥವಾ, 
ಗೆ ಅಥವಾ, 
181 


ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ನೆನಪಿನ ಸೌಕರ್ಯಕ್ಕಾಗಿ ಈ ಸಾಂಕೇತಿಕ ನಿರೂಪಣೆ 

| 1 
ಮಾಡಿದ್ದೇವೆ. ಸಾಮಾನ್ಯವಾದ ಬೈಜಿಕನಿಯಮ kf ಸ್‌ 
ಎಂದು ಘಾತಗಳ ಗುಣಗಳಿಂದ ದೊರೆಯುವ ಸೂತ್ರ ಇದು ಅಲ್ಲ ಎಂದು 


ನೆನಪಿನಲ್ಲಿಡಬೇಕು. 


2.2 ತ್ರಿಕೋಣನಿತೀಯ ಪ್ರತಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು »* ಒಂದು 
ದತ್ತಕೋನವಾಗಿರುವಾಗ inx, cosx, tanx, cotx, Secx, Cosecx 
ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದರ ಬೆಲೆಯೂ ಏಕೈಕವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಗೊತ್ತಿದೆ. ಈಗ, 
ಬೆಲೆಯು ದತ್ತವಾದಾಗ ಕೋನದ ಬೆಲೆ ಏಕ್ಳೆಕವಾಗಿದೆಯೇ ಎಂಬುದು ಮುಂದಿನ 
ಪ್ರಶ್ನೆ. 

NEE | 
ಉದಾಹರಣೆಗೆ sin x = Vp ಆಗಿರುವಾಗ 
x=nn +(— 1) pe nel ಎಂದು ತಿಳಿದಿದೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ x ನ ಬೆಲೆ ಏಕೈಕವಲ್ಲ. 


ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಉತ್ಪನ್ನದ ಬೆಲೆ ದತ್ತವಾಗಿರುವಾಗ ಕೋನದ ಬೆಲೆ 
ಯನ್ನು ಸೂಚಿಸಲು ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಪ್ರತಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ಬಳಸು 
ತ್ತೇವೆ. 
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ತವ್‌ 510 Xx ಎಂದಿದ್ದರೆ, x= sin™y 


y=cosx ಎಂದಿದ್ದರೆ, ೫ ಸಾ 0051», ಇತ್ಯಾದಿ. 


sin y, cosy, ಓಗಿ), 0೦೧೫, 660೫), 0೦6608) ಇವು 
ಆರು. ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಪ್ರತಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು. 501) ಯನ್ನು 
sine inverse y ಅಥವಾ sine minus one ) ಅಥವಾ ೩೯೦ sine y ಎಂದು 
ಇಂಗ್ಲಿಸಿನಲ್ಲಿಯೂ, ಸ್ರತಿಲೋಮ sine y ಎಂದು ಕನ್ನಡದಲ್ಲಿಯೂ ಓದುತ್ತೇವೆ. 

sin x, ೦೦% x ಗಳು (- 1, 1) ಅಂತರದಲ್ಲಿರುವುದರಿಂದ “n'y, cosy 
ಗಳಲ್ಲಿ |೫| £1 ಆಗಿರಬೇಕು. 1೩೧), 00೧) ಗಳಲ್ಲಿ »ಗೆ ಯಾವ 
ನಿರ್ಬಂಧವೂ ಇರುವುದಿಲ್ಲ. 5003) ಮತ್ತು 005603) ಗಳಲ್ಲಿ y) ಯ ಬೆಲೆ 
(--1, 1) ಅಂತರದಲ್ಲಿ ಇರಬಾರದು. 

ಹೀಗೆ ಬಹು ಬೆಲೆಗಳಿರುವ ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಪ್ರತಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ 
ಬೆಲೆಗಳಲ್ಲಿ ಒಂದು ಮುಖ್ಯ ಗುಣವನ್ನು ಕಾಣುತ್ತೇವೆ. 


sin! ), 1೩೧73), cot1y, ೦೦50೦3 ಇವುಗಳ ಅಸಂಖ್ಯಾತ ಬೆಲೆಗಳ 
ಸಾಲಿನಲ್ಲಿ (ಇತ್ತ, 7) ಅಂತರದಲ್ಲಿರುವ ಬೆಲೆ ಏಕೈಕವಾಗಿದೆ.. ಆಯಾ 
ಉತ್ಪನ್ನದ ಗ್ರಾಫ್‌ ಬಿಡಿಸಿ ಈ ಮಾತಿನ ಸತ್ಯತೆಯನ್ನು ಮಂದಟ್ಟು ಮಾಡಿಕೊಳ್ಳ 
ಬಹುದು. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, 


3 
sin(¥°) —=nm+(— 1)" ಕ nel 


3 ೨ 
47 7 27 
ಅಂದರೆ, ನ್‌್‌ ಭಕ್ತ 
7 7 7 7 
ಇಲ್ಲಿ — 5 ತಾ ಕ್‌ ರಾ ಏಕೈಕವಾಗಿದೆ. 


7 
tan1(—l=nm——, nd 


ಅಂದರೆ Sn 7 37 
ಅಂ ೨ FR. ‘4 ರ್ಸ್‌ ಡಿ? ರ pA 
7 7 ಗ 7 
ಇಲ್ಲಿ ಡಲ್‌ 3 ಕ್ಟ Te ಇವ ಸ್ರ Bi ಐಕೈಕವಾಗಿದೆ. 


cosec1(— 3/2) ತ 77 -- (-- 1" 4 ಇ wal 
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7 7 Sn 
ಅಂದರೆ, 4 3 4 » ತ್ಕ? 
1 1 ರಗ TT 
ಆಲ್ಲಿ: ೫ TR ಸಟ ಜೃ್ಪ್ಪ[] ಏಕೈಕವಾಗಿದೆ. 


ಮೇಲೆ ಉದಾಹರಿಸಿರುವ ಏಕೈಕ ಬೆಲೆಗಳು ಆಯಾ ಸಾಲಿನಲ್ಲಿ ಕನಿಷ್ಠ ಸಾಂಖಿಕ 
ಬೆಲೆಗಳೂ ಆಗಿವೆ. ಎಂಬುದು ಗಮನಾರ್ಹ. ಹೀಗೆ, ಪ್ರ ತಿಲೋಮ «1/0, 
tangent, cotangent, ೦೦560271 ಉತ್ಪನ್ರಗಳ ಅಸಂಖ್ಯಾತ ಜೆಲೆಗಳ ಸಾಲಿನಲ್ಲಿ 
(— 3, 7) ಅಂತರದಲ್ಲಿರುವ (ಅಂದರೆ pl ಕನಿಷ್ಟ ವಾಗಿರುವ) ಏಕೈಕ 
ಬೆಲೆಯನ್ನು ಆಯಾ ಪ್ರತಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನದ ಪ್ರಧಾನ ಜೆಲೆಯೆಂದು ಕರೆಯು 
ತ್ತೇನೆ. ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಮಾತ್ರ ಸೂಚಿಸಲು ಬಯಸಿದಾಗ ಆ ಪ್ರತಿ 
ಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು (ಇಂಗ್ಲಿಷಿನ) ಚಿಕ್ಕ ಅಕ್ಬರದಿಂದಲೂ, ಸಾಮಾನ್ಯ 
ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಸೂಚಿಸಲು ಬಯಸಿದಾಗ ದೊಡ್ಡ ಅಕ್ಬರದಿಂದಲೂ ಪ್ರಾರಂಭಿಸು 
ವುದು ವಾಡಿಕೆ. 

ಹಂದಿನ ಉದಾಹರಣೆಗಳನ್ನು ಈ ಸಂಪ್ರದಾಯದ ಪ್ರಕಾರ ಹೀಗೆ ಬರೆಯ 
ಬಹುದು : 


Sin” (5) =m +(— ID 


1/3 7 

—1 ರ್ಚಾ ಫಾ ಮಾನು 

sin ( p ) ಸ 
Tan™(— 1) ಎ 7 — ಇ 


TT 
tan1(— 1) ಹಾ —— 
೩೧ (-- 1) ಸ 


ಲೆ050078 (-- 4/2) ವಾ 77. +(— 1) ಕ್‌ 


೦೦560೦78 (-- 4/2) = — pe 

ಪ್ರ ತಿಯೊಂದು 0೦೯1/10 ಮತ್ತು 560೩1೬ ಉತ ಶನ ಗಳ ಅಸಂಖ್ಯಾತ ಬೆಲೆಗಳ 
ಸಾಲಿನ (0, 7) ಅಂತರದಲ್ಲಿರುವ (ಅಂದರೆ ಕನಿಷ್ಟ ಧನ ಬೆಲೆಯ) ಎಕೈಕ 
ಬೆಲೆಯನ್ನು ಆಯಾ ಸ ಕ್ರ ತಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನದ ಪ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆಯೆಂದು ಕರೆಯು 
ತ್ಮೇವೆ. 


ಆಕ್‌ ಖ್‌ A AE senna ೀ ಾೇೀ್‌) 
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ಹಿಂದಿನಂತೆಯೇ, 
3 
Co (5) = 2nn ಇಇ —, nel 


ಟಾ (5 ) = 3 


| 2 
Cos™ ತ್ಯ 3”) = 2nn ಇಷ 3 


COS ಇ 5)= 
ಸೂಚನೆ: nx ಮತ್ತು (sin x) ಇವು ಬೇಕ್ಕೆಬೇರೆ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು. 


1 
(sin x= — ಆಗಿದೆ. 
sin X 


ಉದಾಹರಣೆ 
ಡಿ 7 
cos ಯ ತ ೨ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


sin! x = 6 ಎಂದಿರಲಿ. 
* sin6=x=cos($-—() 
"ಶ್ಚ 6 ಎಾ2ಗ1ಗ ೫7 cos1x, nel 
x>0 ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಂಡರೆ, 
—%<sin'x ಬತ್ತ ಮತ್ತು 0 ವಂ xT 
ಆಗಿರುವಂತೆ ಗ ನ ಬೆಲೆಯನ್ನೂ 0083 ೬ನ ಹಿಂದಿರುವ ಚಿಹ್ನೆಯನ್ನೂ ಆರಿಸ 
ಬೇಕು. 10, ಚಿಹ್ನೆಯು + ಎಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿದೆ. 
ಸ F-—0=+cos™x 
+ ೦0573 2 =sin™x-+cos™Xx 


x ೭0 ಆದಾಗಲೂ ಈ ಫಲಿತಾಂಶವನ್ನು ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 


a+b 
(2) tanta -- tan 1b = nr + tan (1) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


ಇಲ್ಲಿ 0, b, ab — 1 ಎಲ್ಲವೂ ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿರುವಾಗ n=l; a,b,1—ab 
ಎಲ್ಲವೂ ಜುಣಾತ್ಮಶವಾಗಿರುವಾಗ n= --1; ಬೇರೆಲ್ಲಾ ಸಂದರ್ಭಗಳಲ್ಲಿಯೂ 
10 ಆಗಿದೆ. 
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a4 b 
a =tanu,p =tar1b,y = tan ra ಎಂದಿರಲಿ. 


4--ಗಿ 
" tana =a, tan 8B =D, UB 
tan a + tan a 

ಈಗ, (MET SE ಇದ 1333 


ಇ, 6ಡಿ ಗೆ ಎ 17--. nel 
ಇಲ್ಲಿ1 ನ ಬೆಲೆ ೩ರ ಗಳ ಸ್ಥಿತಿಗಳನ್ನು ಅವಲಂಬಿಸಿದೆ. 


ಸಂದರ್ಭ 8 ೧0,1- ರ ಎಲ್ಲವೂ ಧನಾತ್ಮಕವಾದರೆ, 
0<a<, 0ಆ86 ಆಶ್ಟ್ಚ 0ಆ? ಶ್ವ ಎಂದು ಸುಲಭವಾಗಿ 
ತಿಳಿಯಬಹುದು. 
ಎಂ ದತ್ತ ಇಂ ೆ-ಘ ಕಾಗಿ ಇಡ 


ಎ ಕಾಗಿ 


ಸಂದರ್ಭ 2 ೧,1 -೩b ಎಲ್ಲವೂ ಖುಣಾತ್ಮಶವಾಗಿರಲಿ. 
ಆಗ್ಯ ಇ- ೫ ಪಣಜಿ ಎಕ ಇಫೇಸಟ್ಯ 92) ಇತ್ತ 
7 


3 
ಕ RUS Ty ಕಾಶಿ 


PR ಜಾ-ದಾಗಿ 


ಸಂದರ್ಭ 3 0,0 -1 ಎಲ್ಲವೂ ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿರಲಿ. 
ಆಗ, 0<a<4,0<B<3-—3Z<y<0 
317 


ಆಗ, 0<a4B—y=nn< ವ 


“nel 


ಸಂದರ್ಭ 4 0,0 -1 ಎಲ್ಲವೂ ಖಯಣಾತ್ಮಕವಾದರೆ, 
ದತ್ಟಿ ಆಗ್ಲಿ ತ್ಯ ಆ (8 ಆ1, ಎತ್ತ ಆ ಆ9, 
pd ಖೆ. ಇಐಾ ಬಫ್ಯಾ ಸೊಪ ಸ್‌ 


RANEY 


7 
| 
ತ 
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ಸಂದರ್ಭ 5 _.0, 01.0, ೧-0. 0 ಆದಾಗ 
—m7>atBey=nm<™ 


e's 


ಸಂದರ್ಭ 6 ೧0.0, ಗಿಆ(0, 0-3-0 ೭0 ಆದಾಗ 
ರಾತ್ಟಿ ಅಜರ ಗೆ ಭಷಗ ಲಗ 
4 ೫1ವಾ0 


ಇದೇ ರೀತಿ ೧ ೭0, ಮತ್ತು 8 0 ಆದಾಗಲೂ ಗ - 0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸ 
ಬಹುದು. 


೫-1 — 1 
(3) tan”! (| + tan™ ಆ ) ಷಾ 18771. (ಎ. 7) +n 
ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸಿರಿ. 
ಎರಡು ಬದಿಗಳ 1೩0800 ತೆಗೆದರೆ, 


ಜನರ 1 ೫ಜ--ಓ1 


x—l ಸ 
೫13132 
x—1 
ER 
ಅಭ್ಯಾಸ 2.1 
ಸಾಧಿಸಿಂ 
> i ಸ ಸರ 7 
sin ಸ sin 7 ¥ Sm AR 
8 sd tan MAE 
tan EL —+ tan 7 an TE 


ಜು 1 ಆ | yd | 7 
MED tan ಗಾಜಿ ಷ್‌ ಕ್ಟ an ರಕ 


120 
4 14೧೧ ನರಾ ಇಾ2 51೧73 -ನ 


119 13 


3 3 7 
ಹ ಗ AE a 
ಗ ಸಿ tan ಸ್ಯ tan! [$ 4 
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63 2 


ab +1 ibe +1 cal 
ay ಪ ಯಾ ಜಡ (| 
ಗಾ ಯ ಜಾಗ +o 


8 tan'n 3-೦೦೧ (1 3-1) ನ (ಗೆ (13 +n-+ 1) 
UP a 7 B ಟಿ sin acos B 
9 2tan [tan ಸ tan (3 ಕಾ 3] = tan [ ;) 


| 7 ] ] 
ತ EE Er SE es 
10 tan} + tan ಮ = 4tan ಸ tan 239 


3 i 16 1 ಇ. 
6 20086 ಸ್ಕಾ cot CE 


ಸಮಾಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿರಿ 
V1 ಇ ೫೩-- 19/1 -- x 7 


1/1 ೫೩-11 ಔಡ 3 
12 tani(x—D+tanix+tan1(x+1)=0 


2 2 4 

13° tn (x ಡ್ಯ — 1೩0೧73 (x — ಜಾ = tan! — 

x x x 

Sn 

14 2tan'x-+tan'(x-+4)= ಇ 

ಇ/1 -. ಡಿ ೪1 - ಜಿ 

ET 
ಎಂದಿದ್ದರೆ, ೫೨ = sin 2) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


11 tan™ 


15 -y Aad 


16 sin%x, 0055 %, tani'x, ೦೦೧೫8 ೫%, 500%, cosecix 
ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಗ್ರಾಫುಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿರಿ. 


ಮೂರನೆಯ ಅಧ್ಯಾಯ 


ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಗಳು 


3.1 ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು-- ax?+bx+c=0 ಎನ್ನುವ ವರ್ಗ 
ಸಮಾಕರಣದಲ್ಲಿ ಶೋಧಕವು (ಗಿ 3ರ: - 400) ಖುಣಾತ್ಮಕವಾದಾಗ ಮೂಲ 
ಗಳು ವಾಸ್ತವವಾಗಿರುವುದಿಲ್ಲ ಎಂದು ನೋಡಿದ್ದೇನೆ. ಇಂತಹ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿ 
ಕತಾ ಲಭ ಬರ್ಕ «6 

2a ಈ 2a 


“B+ ಇ/400-- hE 
2a 


ಎಂದು ಬರೆದು ವರ್ಗಸಮಾಕರಣದ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಮುಂದುವರಿಸಿದ್ದೇವೆ. 
ಇಲ್ಲಿ: ಎನ್ನುವ ಒಂದು ಹೊಸ ಸಂಕೇತವನ್ನು ಬಳಸಿದ್ದೇವೆ. 


ವ ಜ್ಯ ek Te NMA ಭವ 
ಇತ್ಯಾದಿ. 
ಮೇಲಿನ ಸಮಿೋಸಾಕರಣದ ಎರಡು ಮೂಲಗಳು 


b 4ac —b? b v4ac — ಕೆ 
ಸ: 20 ba 24 


ಗಿ 1/ 400 — ಶಿ 


ಗಳು ; ಸಂಕೇತದಿಂದ ಸಂಬಂಧಿತವಾಗಿನೆ. ಇಂತಹ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಮಿಶ್ರ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 

a,b ವಾಸ್ತವಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರುವಾಗ (a —+ ib) ಯು ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆ. ಇಲ್ಲಿ 
a ಯನ್ನು ವಾಸ್ತವಭಾಗವೆಂದೂ 8 ಯನ್ನು ಊಹ್ಯಭಾಗವೆಂದೂ ಕರೆಯುತ್ತೇನೆ. 


ಎನ್ನುವ ಎರಡು ಭಿನ್ನನಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆ 


MPS ES -— 647 ಇವು ಮಿಶ್ರ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಗೆ ಉದಾಹರಣೆಗಳು. ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ವಾಸ್ತವ, ಮತ್ತು ಊಹ್ಯಭಾಗಗಳು 
ಕ್‌ ಕೇ ತ ಬು ಮ | 
ಕ್ರಮವಾಗಿ 3,4; ರಃ 734 9 35 ೨ 
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ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಯ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಭಾಗವೂ ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯಾವ್ಯೂಹದ 
ಒಂದು ಮೂಲಾಂಶವಾಗಿದೆ ಎನ್ನುವುದು ಸ್ಪಷ್ಟ. ಆದ್ದರಿಂದ 4 -- ಗಿ ಮಿಶ್ರ 
ಸಂಖ್ಯೆಯಲ್ಲಿ 4,0 HR ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಎಲ್ಲ ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಂದ ರಚಿತವಾದ ಗಣವನ್ನು € ಎಂದು ನಿರೂಪಿಸು 
ತ್ಕೇವೆ. 
ಟ್‌ C {4 + ib, ಛು + ib, . ಕಂ 6 *) 
ಅಥವಾ € = |2/|2 ಒಂದು ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆ) 
ಇಲ್ಲಿ, 1... . ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳಾಗಿರುವುದರಿಂದ 0ಯೂ ಇದರಲ್ಲಿ 
ಸೇರಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನೂ ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಯ ರೂಪದಲ್ಲಿ 
ಬರೆಯುವುದು ಸಾಧ್ಯ. 


. € ಗಣದ ಗಣಾಂಶಗಳಲ್ಲಿ ಎಲ್ಲ ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳೂ ಇವೆ. 
RT C 


= ದಾ ಮ್ಮ ತಾ 1... ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 


"=i ಅಥವಾ -- 1. ೧೫1 ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. 


Mtaita tai..." ಎಂಬ ಯಲ್ಲಿ 
ಬರೆದಿರುವ ಒಂದು ಬಹುಪದಿಯು ಸಿ4/B, A.B, «`ಔ ರೂಪದಲ್ಲಿದೆ. 


ಷ್ಣ” ಬಹುಪದಿ ಹಾ (೧) -ಗ್ಯ್ರರ-ಗ್ಯ- Filan...) 
= A-+iB. 


ತಿ.2 ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಗಳಲ್ಲಿ ಗಣಿತದ ಪರಿಕರ್ಮಗಳು-- 

ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸರಿಕರ್ಮಗಳನ್ನು ನಾವು ಈಗಾಗಲೇ ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ 
(0) ಸಮಾನತೆ0+/h=c+id ಆದಾಗa=c. b= 

(ರ) ಕೂಡುವಿಕೆ (4 4-1) +(c +d) (0 0+ i(b + d) 
() ಸಳೆಯುವಿಕೆ (0 +0) -(c + id) = (a — ©) +i(b—d) 
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(0) ಗುಣಾಕಾರ (0 3-10) (೧ + id) = (ac — bd) + i(ad + bc) 
a + ib _(a-ib)(c— id) 
064.10. (e+id(e—id) 
(ac + ಸೆ ಎ i(be — ad) 
ಣಾ ಜ್‌. 

(/) ಅನುವರ್ತಿ (೧ + 10) (0 — 10) =a? + 03 ಇನ್ನೊಂದು ವಾಸ್ತವ 
ಸಂಖ್ಯೆ. 2-1-0, a-b ಗಳನ್ನು ಪರಸ್ಪರ ಅನುವರ್ತಿ ಸಂಖ್ಯೆಗಳೆಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. (ಆ --10) ಯ ಅನುವರ್ತಿ ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಯು (a - ib) ಯೂ, 
(a -- 1) ಯೆ ಅನುವರ್ತಿ ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಯು (4% 1b) ಯೂ ಆಗಿವೆ. 


(0) ಭಾಗಾಕಾರ 


ಉದಾಹರಣೆ 
2 ಎಂಬುದು x) ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನೂ, 2 ಎಂಬುದು ಅದರ 
ಅನುವರ್ತಿ ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆ x — 1 ಯನ್ನೂ ಸೂಚಿಸಲಿ. ಆಗ, 
22= x+y 
(1) ೫,2 ನಾಟ ಗಿ) (೧(-- iy) 
= (X1X9 — ೫1೫2) — 10%, + XY) 
— ಭು (.-- 2?) (ಎ. +1) 


( ; pe — 1 ಕ್‌ Xx + ye 
ತ ೧8 1-೫ 7-1(%೫% — ಸಖ 
ಹ Xx + ys 
(3) 2೨ = 21 ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸಿರಿ. 
(x —+ iy) =2i 


೫೩ ೬೨. 2100 --ಓ[ಉ) ಎ0 
x—y=0,xy-—1=0 
“x=lLy=1Ooಥಾx=-—1,y=-—l1 


3.3 ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳು ನಿಯೋಜಿತ ಯುಗ ಗಳು ನಿಯೋಜಿತ 
ಯುಗ್ಮ ಎಂಬ ಭಾವನೆಯನ್ನು ನಾವು ಮೊದಲು ತಿಳಿದುಕೊ. ಮುಂದುವರಿಸು 
ತೆ ತವೆ. a ಮತ್ತು 1 ಎನ್ನುವ ಎರಡು ವಸ್ತುಗಳಿಗೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ ನಮಗೆ 
(a, b) ಎಂಬ ಒಂದು ವಸ್ತು "ಬೇಕಾಗಿದೆ. ಆ ವಸ್ತು ಗಳ ಗುಣವು 

(0, 0) = (c,d) ) ಎಂದಾಗಿದ್ದರೆ a=e,b=d ಆಗಿರಬೇಕು. 


Sm Srl a 
| 7 ಕ್‌ 


178 ತ್ರಿಕೋಣಮಿತಿ 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ ಬೀಜರೇಖಾಗಣಿತದ ಒಂದು ಬಿಂದು 8 (1) ನ್ನು 
ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. 3, 4 ಎಂಬ ಎರಡು ಪರಿಮಾಣಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ ಈ ಬಿಂದುವಿನ 


ನಿರ್ದೇಶಕಗಳಾದರೆ, 
(x, ೫) 73, 4), ಅಥವಾ 
dy 


ಹೀಗೆ ದೊರೆಯುವ (೫,೫) ನ್ನು ಅಥವಾ ಮೇಲಿನ ಉದಾಹರಣೆಯ 
(1,1) ಯನ್ನು ನಿಯೋಜಿತ ಯುಗ್ಮ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಈ ಅರ್ಥದಲ್ಲಿ 
(3, 4)7 (4, 3) 
" (೧, 07:(8, a). . ಏಕೆಂದರೆ ನಿಯೋಜಿತ ಯುಗ್ಮದಲ್ಲಿ ಸ್ಥಾನಕ್ಕೆ 
ಅರ್ಥವಿದೆ. | 
ಪುನಃ, (4, b) 4: (6, b}. ಏಕೆಂದರೆ, 
ಗಣ {a,b} = ne (8,0) ಗಳ(a, a,b, b, a} 
ಹೀಗೆ ಒಂದು ನಿಯೋಜಿತ ಯುಗ್ಮನನ್ನು ಬರೆಯುವುದರಿಂದ ಯಾವ 
ಸಂಖ್ಯೆ ಯು ಮೊದಲು ಬರಬೇಕು ಯಾವ ಸ ಸಂಖ್ಯೆಯು ಮತ್ತೆ ಬರಬೇಕು ಎಂಬುದು 
ಸ್ವತಸ್ಸದ್ಧ ವಾಗುವುದು. ಇದೊಂದು ವಿಶೇಷ ಸೌಕರ್ಯ. (a, b) ಎಂಬ 
ನಿಯೋಜಿತ ಯುಗ್ಮ ದಲ್ಲಿ 4 ಯು ಮೊದಲನೇ ನಿರ್ದೇಶಕ, ರ ಯು ಎರಡನೇ 
ನಿರ್ದೇಶಕ. 
ಎರಡು ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಂದ ಕೂಡಿದ ಒಂದು ನಿಯೋಜಿತ ಯುಗ್ಮವನ್ನು ಎರಡು 
ಸರಿಮಾಣಗಳ ಸದಿಶ (two-dimensional vector) ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಈ ಎರಡು ಪರಿಮಾಣಗಳ ಸದಿಶ ಒಂದು ಸಮತಲದ ಮೇಲಿದೆ. ಮೇಲಿನ 
ಉದಾಹರಣೆಯ P (3, 4) ಬಿಂದುವನ್ನು ಗಮನಿಸಬಹುದು. ಸಮತಲವು 
P ಯೆಂತಹ ನಿಯೋಜಿತ ಯುಗ್ಮಗಳಿಂದ ರಚಿತವಾಗಿದೆಯಷ್ಟೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 
ಈ ಸಮತಲವು ಎರಡು ಪರಿಮಾಣಗಳ ಸದಿಶ ಇರುವ ಆಕಾಶ (57೩09) ಆಗಿದೆ. 
ಈ ಕಾರಣದಿಂದ ಸಮತಲವನ್ನು ಎರಡು ಪರಿಮಾಣಗಳ ಸದಿಶಾಕಾಶ ಎಂದು 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಆದ್ದ ರಿಂದ ಎರಡು ಪರಿಮಾಣಗಳ ಸದಿಶಾಕಾಶ ಎನು ವುದು 
ನಿಯೋಜಿತ ಸಂಖ್ಯಾ ಯುಗ ೬ಗಳ ಒಂದು ಗಣವಾಗಿದೆ. ಅದು (೧೬ ))| x, pA 
ಈ ಭಾವನೆಯನ್ನು ಮುಂ ಮತ್ತು ಹೆಚ್ಚು ಪರಿಮಾಣಗಳಿಗೆ ವಿಸ್ತರಿಸಬಹುದು. 
ಇಷ್ಟು ಹಿನ್ನೆ ಲೆಯ ಜೀ ಹೂಂರೆ ಒಂದು ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆ ಯು ಒಂದು 
ನಿಯೋಜಿತ ಸಂಖ್ಯಾ ಯುಗ್ಮ, ಅದೊಂದು ಎರಡು ಪರಿಮಾಣದ "ಸದಿಶ ಎಂದು 
ನಿವರಿಸಬಹುದು. 
(a + ib) ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು (4, b) ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಇಲ್ಲಿ 
a,b eR. ಒಂದು ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಯ ವಾಸ್ತವ ಭಾಗವು ನಿಯೋಜಿತ ಯುಗ್ಮದ 
ಮೊದಲಿನ ನಿರ್ದೇಶಕ (0); ಊಹ್ಯಭಾಗವು ಎರಡನೆಯ ನಿರ್ದೇಶಕ (0). 
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ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಗಳು ರಚಿಸುವ ಎರಡು ಪರಿಮಾಣಗಳ ಸದಿಶಾಕಾಶನನ್ನು 
ಮಿಶ್ರಸಮತಲವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇನೆ. ಆದ್ದರಿಂದ * 4 0 ಎನ್ನುವ ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆ 


ಯನ್ನು ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ 2 = (೫, }) «೮ ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. €ಯು 
ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಗಣ. ಇಲ್ಲ x YR, = --1, 


R(z2) ಅಂದರೆ 2 ನ ವಾಸ್ತವ (1) ಭಾಗವೆಂದೂ, 1(2) ಅಂದರೆ 2ನ 
ಊಹ್ಯಭಾಗ (imaginary) ವೆಂದೂ ಅರ್ಥ. .. ಔ(2) ಎ೫; 12) ನ), 
1 ಯನ್ನು ಊಹ್ಯಮಾನವೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ 
(1) ಈ ಕೆಳಗಿನ ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು (x, ») ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ: 
(0) (3, 4) . (2, - 1) ಎ(3--4/13(2--ಗ 
ಹಾ (ಎ7 3. 240 (2 ಗಿ 103. 551 (10,59) 


0) ಡೇ) 35701700 -5) 


(3,5) 3-51: 34 
4446 (22 ಈ 
ET ಸಜನ ಸೆ 


(2) |z|=|x+iv|=-+4x-+Yy ಎಂದಿರಲ್ಲಿ. 


4x ೫ನ್ನು ಸದಾ ಧನಾತ್ಮಕವಾಗಿಯೆಳ್ಳಿತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳು ತ್ತೇವೆ. ಇದನ್ನು 
2ನ ಮಾಡುಲಸ್‌ ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ. 


2; XT 0... (x1 + 0) (X2 -- 072) 


ಹ 


zy Xai ೫ + yp 
Bs 
ಜ್‌ [ze |” 
(3) lz = vx? + 
lzl=lx—im]=VxP+y 


2. |2| ಜಾ |1| 
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3.4 ಜ್ಯಾನಿಂತೀಯ ನಿರೂಪಣೆ- ಮಿಶ್ರಸನುತಲ- ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆ 
25-004, ೫) «೮ ಒಂದು ನಿಯೋಜಿತ ಸಂಖ್ಯಾಯುಗ ವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಇದನ್ನು 
ಬೀಜರೇಖಾಗಣಿತದ ಸಂಪ್ರದಾಯದಂತೆ ಒಂದು ಸಮತಲದ ಮೇಲೆ ಗುರುತಿ 
ಸುವುದು ಸಾಧ್ಯವಿದೆ. ಇಂತಹ ನಿರೂಪಣೆ ಏಕೈಕವಾಗಿದೆ. ಅಂದರೆ (3, 4) 
ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಯು ಒಂದು ಮತ್ತು ಒಂದೇ ಬಿಂದುವನ್ನು ಗುರುತಿಸುವುದು; 
ನಿಲೋಮವಾಗಿ ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನ ಅನುರೂಪ ನಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಯು 
ಒಂದು ಮತ್ತು ಒಂದೇ ಆಗಿರು 
ವುದು. ಚಿತ್ರ 3.1ರಲ್ಲಿ 13,4), 
3 (--3,3), C(—4,—4), 
2 (4,--3) ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು 
ಗುರುತಿಸಲಾಗಿದೆ. ಇಲ್ಲಿ :-ಅಕ್ಷ 
ವನ್ನು ವಾಸ್ತವ ಅಕ್ಬವೆಂದೂ, 
)-ಅಕ್ಷವನ್ನು ಊಹ್ಯ ಅಕ್ಷವೆಂದೂ 
ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಒಂದು ಮಿಶ್ರ 
ಸಂಖ್ಯೆಯ ವಾಸ್ತವ ಭಾಗವನ್ನು 
ವಾಸ್ತವಾಕ್ಚದ ಮೇಲೂ, ಊಹ್ಯ 

ಚಿತ್ರ 3.1 ಭಾಗವನ್ನು ಊಹ್ಯಾಕ್ಸದಮೇಲೂ 
ಅಳೆಯುತ್ತೇವೆ. ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು ಗುರುತಿಸಿರುವ ಈ ಸಮತಲದ ಹೆಸರು 
ಮಿಶ್ರಸಮತಲ ಅಥವಾ ಆರ್ಗಾಂಡ್‌ ಸಮತಲ. 
ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆ 252) €€ ಯನ್ನು 
ಆರ್ಗಾಂಡ್‌ ಸಮತಲದ ಮೇಲೆ 
P ಎಂಬ ಬಿಂದು ಗುರುತಿಸಲಿ. ಆಗ 
P ಯ ಕಾರ್ಹೀಸಿಯನ್‌ ನಿರ್ದೇಶಕ 
ಗಳು (೧% 2) ಆಗುವುವು. ಅದರ 
ಧ್ರುವೀಯ ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು (7, 6) 
ಎಂದಿರಲಿ. 


"೫ನ 700560 


ಚಿತ್ರ 3. 


y=rsin6 
ಇಲ್ಲಿ 7>0. 1 = 0 ಆದಾಗ ೫? ಯು ಮೂಲಬಿಂದು ೦ ನಲ್ಲಿ ಐಕ್ಕವಾಗು 
ವುದು. 0 ವು 0ಯಿಂದ 27 ವರೆಗೆ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳನ್ನೂ ಸಡೆಯುವುದು. 
“z=(xy)=x+iy=r(cosh+isin®h) 
=(r cos 6, r sin 6) 
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ಯಾವುದೇ ಮಿಶ್ರ ಸಂಖೆ ಯನ್ನು ಈ /,0 ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಬಹುದು. 
ಇದನ್ನು 2 2ನತಿ ಕೋಣನಿತೀಯ ಕೊಳೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
ಇಲ್ಲಿ |2| = 4/೫ + ೫ =, 2ನ ಮಾಡುಲಸ್‌ 


y 12) 
ಟೆ R 2) 


tan 0 ಎಎ 


ವನ್ನು 2 ನ ಕೋಣಾಂಕವೆಂದು (argument or amplitude) ಕರೆಯು 
ತ್ತೇವೆ. 


0 = ೩೯೯2 ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


ಕೋಣಾಂಕವನ್ನು ನಿರೂಪಿಸಿರುವ ಕ್ರಮದಲ್ಲಿ ಅದು ಬಹು ಬೆಲೆಗಳನ್ನು 
ಪಡೆದಿದೆ ಎಂಬುದು ಸ್ಪಷ್ಟ. ಆದ್ದರಿಂದ, 


2೫ ನಾ10056,) ನಾ 75110 ಅಥವಾ 


೦೦೮5, sin ಇವೆರಡಕ್ಕೂ ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿರುವ ದ ಏಕೈಕ ಬೆಲೆ 
ಯನ್ನು ಕೋಣಾಂಕದ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆ ಎಂದು ನಿರ್ಧರಿಸುತ್ತೇವೆ. 
ಉದಾಹರಣೆಗೆ (-- 1,1) ಎ - 1+ 


1 
=v2[- ೫1 1. 
= 4/2 (cos 6 + isin 0) 


37 
ಇಲ್ಲಿ 8 ದ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆ -- ಆಗಿದೆ. 
3 
~~. arg(—1,1)= ಸ 
ಅದೇ ರೀತಿ mod (-- 1,1) =|(—1,1)]= +42 


43 ~i=2 © =5]=2[¢o5 9 +1sin 6] 


1 


4/3. 7 
ಶ್ರ cos0—=—, sin6 = — > 


med(¥/3—0=14Y/3,-—i)|=2 


RES ಎ -- —- 
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3.5 ಆರ್ಗಾಂಡ್‌ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಗಳ ನಿನಿಧ ಸರಿಕರ್ಮ 
ಗಳು--- 
ಶ್ಯ ನಾಸ್ಯ +1), ಸಾ ನಾಜ್ವ iy ದತ್ತ ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರಲಿ. 
x] + iy ಸಗ (0060, + isin 6,), 
ಬಾರ ಗನ ಗ (cos 0, + isin ಗೈ) ಆಗಿರಲಿ. 
“CONN NSN, NO ಸಾರ್‌ 13 
COS ಕೈ EN, ಗ್ರ ಳಗ ETON =p 
ಆರ್ಗಾಂಡ್‌ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ Pಯು 2ನ್ಪೂ ೧ವು ನ್ನೂ ಸೂಚಿಸಲಿ. 
’. OP=n, 0Q=r, (POx=6,, /(Q0x = 
(4) ಕೂಡುವಿಕೆ : ೦೫೫೦ ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜವನ್ನು "ಪೂರ್ಣ 
ಗೊಳಿಸಬೇಕು. PL, QM, 77 ಗಳು ೦೫ ಗೆ ಲಂಬಗಳು. 


ON = OL + LN 
=OL+0OM=x+x 
NR =LP+KR=LP+MQ=y+y 

.. ೫ ಬಿಂದು (2, -- 2) ನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. 

(ರಿ) ಕಳೆಯುವಿಕೆ : 2 2 =X — x) +i) — ). ಇಲ್ಲಿ ಸ ನ್ನು 
ಕಳೆಯಬೇಕಾಗಿದೆ. ಅದರ ತ್ರಿಜ್ಯದೂರ ೦೦ ವನ್ನು ವಿರೋಧ ದಿಶೆಯಲ್ಲಿ ಅಷ್ಟೇ 
ಉದ್ದಕ್ಕೆ ವೃದ್ಧಿಸಬೇಕು. ೦೧' = ೦೧. ೦೧'RP ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜ 
ವನ್ನು ಪೂರ್ಣಗೊಳಿಸಬೇಕು. 
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ON = OL -- NL 
= OL — OM 
Xx AN 
NR= —(PK-—PL)=(QM—PL= —(y;-— y=) —N 
೫. ಬಿಂದು (2, 2) ನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. 
(೧ ಗುಣಾಕಾರ: 2೭; ಗ], (cos 6,--isin 0) (cos 6,-i sin 6) 


= FFs [cos (6, + 0) + isin(6 + 6)] 
R 


OA=1 ಇರುವಂತೆ 
A ಯನ್ನು 0೦x ಮೇಲೆ 
ಆರಿಸಬೇಕು. ಗಿ೦ಗಿ ಗೆ 
ಸಮರೂಪವಾಗಿರುವಂತೆ 
ಗಓಿ೦೧೫ ನ್ನು ರಚಿಸಬೇಕು. 
ಅಂದರೆ, 


LQOR = LAOP =8, = 
LOQR = LOAP | ಚಿತ, 3.5 
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“ LAOR= (A0Q + (QOR=8, +4, 


ಕಿ ಓಟ 
೦೦. OA 
ಲಔ: ಗ್ಯಗ್ಯ 


... R ಬಿಂದುವು ಗ; [೦೦50 + ಗ) + isin(6, +-6,)] ಬಿಂದುವನ್ನು 
ಅಂದರೆ 22, ಬಿಂದುವನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. 
2) r(c0s#-+isin8)) 
Z; (cosh,+isin 0) 


(1) ಭಾಗಾಕಾರ: 


r ತ 
ಪ್ರ ಕ್ಯಾ [0೦5(6, — 6ೃ) + 1510 (6, — 6,)] 


ಯಾವ ಸಂಖ್ಯೆಯಿಂದ 
ಭಾಗಿಸಬೇಕಾಗಿದೆಯೋ 
ಅದನ್ನು ಸೂಚಿಸುವ ಬಿಂದು 
ವನ್ನು ಸಿ A (೦ಗಿ-- 1) 
ಜೋಡಿಸಬೇಕು. ೦8ಯ 
ಮೇಲೆ ವಿರೋಧ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿ 
A OPRನ್ನು ೧೦೦ಸಗೆ 
ಸಮರೂಪವಾಗಿ ರಚಿಸ 
ಬೇಕು. 


/ ೫೦೩ - / ೬೦೫ -- / ೫೦೫ - ಕ -6್ಶ 


OR _ OA 
OP ೦೦ 


F 
ee) 
"2 


”. R ಬಿಂದುವು ಲ [cos (0, — ಕೈ) + 1611 (6, — 6,)] ಬಿಂದುವನ್ನು 
2 


ಅಂದರೆ ೨" ಬಿಂದುವನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದು. 
2 
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ಉದಾಹರಣೆ 
(1) ಚಿತ್ರ 3.3 ರಲ್ಲಿ AOPR ನಿಂದ 

OP + PR>OR 

r+ ry >OR 


Izl+lz|>|z+z]l 2, ಗಳ ಕೋಣಾಂಕಗಳು 
ಸಮವಾದಾಗ ಮಾತ್ರ, ಸಮತ್ವದ ಚಿಹ್ನೆ ದೊರಕುತ್ತದೆ. 


(2) ಚಿತ್ರ 3.4 ರಲ್ಲಿ A OPR ನಿಂದ 
OP 4+ PR> OR 
ಗರಗ >OR 
Izl+lz|>lz— 

(3) ಚಿತ್ರ 3.5 ರಿಂದ 
OR =OP.0Q =n 

zz 


(4) ಚಿತ್ರ 3.6 ರಿಂದ 


ಅಭ್ಯಾಸ 3.1 


| ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸ್ರತ್ನೆಗಳಲ್ಲಿ 2 - (ಸ, ೫)೬೦ ಆಗಿದೆ. ಇವುಗಳನ್ನು 
ಸಾಧಿಸಿರ 


(0) |2ಾ- 2 |2/12/|-|2| 
2, 2, 2 
hb —=— 
2 | z |” 
(0) |2| |2| 
(6) ಟಾ ಡೊ ಟ್‌ ಲ್ಲಜ ಜ.2. ಆ ೬. 
ಹೋಟಾ ದಾ ಶ್ಯೂ. 


ಸಮತ್ವಚಿಹ್ನೆ ಯಾವಾಗ ದೊರಕುತ್ತದೆ? 
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(0) lz 2, | ಇ|2 -ಶ|4- |ಪ್ರಾ2 |4| ಶ್ಯ | 
2 ಈ ಕೆಳಗಿನ ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು (x, ») ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಿರಿ-- 
(0) (3,4) (WS 15 (೧ (2, 143, — 1) 


4, 7 7 4.2 
ಖಕ ಟಾ ್‌ಾ) 


HEH 


3 ಸಾಧಿಸಿರ- 


(10, 0) 
0 KETENE 


(8) (1, — 1% =(0,— 2) 
(0) (1,— 1% =—4 


= (0, 1) 


(2, 1) 
se 


1 


4 cos0+isind =cis6 ಎಂಬುದಾಗಿ ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. ಕೆಳಗಿನ 
ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
(a) cis 0, 015 ಗೃ 015 0್ಯ... 0೦15 0p =cis(# --6್ಕ-..,.. + 6) 


cis 6 
ತ cis (6; — 6) 


(0) 


cis 6, 


(೧ (cis 0)" = cisnd, n ಧನಪೂರ್ಣಾಂಕ. 


3.6 ಡಿನೋಯ್ಯರನ ಪ್ರಮೇಯ ಗನ ಎಲ್ಲ ವಾಸ್ತವ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ 
(cos ಈ + isin 6)? ಇದರ ಒಂದು ಬೆಲೆ ೦00816 + isin 710. 
(cos 6, + isin 0;)(cos 6, + isin ಕ್ವ) 
= ೦06 (6, +8) 4 1511 (0, + 6) ಎಂದು ಸುಲಭವಾಗಿ ತಿಳಿಯಬಹುದು. 
.’. (cos 0, + isin 6) (cos 8, —+ isin 6) (cos 6, + isin 6) 
ದಾ 00500, +040) +isin(h,+6,+ 6ಎ 
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ಈ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಸಾಮಾನ್ಯೀಕರಿಸಿ 
(cos 6, —+ isin 0) (cos ಗೃ + isin 0) (0050, + isin)... 
«X(cos Op + isin 6p) ಎ 005 (6, + 4+... + ಗ್ಗ) 
7-186, +8 4+... +8) ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


I ಇಲ್ಲಿ, ಎಕ್ಕಿ ತಾರ್ಯಿಐ,., == ಎಂದು ಆದೇಶಿಸುತ್ತೇವೆ. 
ಆಗ ॥ ಪದಗಳಿರುವುವು. 


(0050 —+ isin 0)" = cos nh + isin 70, n ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕ. 


11 n ಒಂದು ಧನ ಭಿನ್ನರಾಶಿಯಾಗಿರಲಿ. 1 -- | ಎಂದಿರಲಿ, ಇಲ್ಲಿ 
p ಮತ್ತು 4 ಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಅಪವರ್ತನರಹಿತ ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳು. 


006 (ಗ 0\ 0 0 
(cos ಸ್ಟ + isin 1) Cok (4) + isin (4) 


= cos ph —+ 151100 
= (cos 0 + isin 00 


206 . p68 
ET J —+ isin ನ್‌ ಎಂಬುದು (008 6 - isin 09/4 ನ ಒಂದು 
ಬೆಲೆ. ಈಗ ಓತ = ॥ 
", 00510 + 1510 10 ಎಂಬುದು (0080 -- 15116)? ನ ಒಂದು ಬೆಲೆ. 


111 n ಯಾವುದೇ ಒಂದು ಯಣ ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರಲಿ. 
n= --11 ಎಂದಿರಲಿ. ಇಲ್ಲಿ 1ಃ ಧನ ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆ 


(cos 9 —+ isin 8)" = (cos 0 —+ isin 0-1೬ 


1 1 
(cos 0 ¥ isin 0M cos mb + isin m6 
(ಒಂದು ಬೆಲೆ) 


cos m6 — isin m6 
(cos mh + isin 710 (cos mh — isin m6) 
nih 7710) + 1 511 (-- 11160) 
cos? 7710 + 5173 7710 
= 006 (-- 710) + isin (-- 1110) 


". (0೦60 -- 15110) 
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“. (cos 0 3. isin 0% = 005110 + isin 10, (ಒಂದು ಬೆಲೆ) 


IV n ಯಾವುದೇ ಅಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆಯಾದಾಗ ಡಿಮೋಯ್ವರನ 
ಪ್ರಮೇಯದ ಸಾಧನೆಯು ವಿಶ್ಲೇಷಣಗಣಿತವಿಭಾಗಕ್ಕೆ ಸೇರಿದುದಾಗಿದೆ. 
ತ್ರಿಕೋಣಮಿತಿಯಲ್ಲಿ ನಾವು ಡಿನೋಯ್ವರನ ಪ್ರಮೇಯವುಗನ ಎಲ್ಲ ವಾಸ್ತವ 
ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಸತ್ಯವಾಗಿದೆ ಎಂದು ಭಾವಿಸುತ್ತೇವೆ. 

ಸೂಚನೆ: (00860 + isin 0)% ಎ. 0057/ + isin 10 

= 0057 (2/7 + 0)-- 1411 1 (2/7 4-0) ಇಲ್ಲಿ 1 «1 


(0080 -- isin 0)? ನ ವಿಸ್ತರಣೆಗೆ ಅಸಂಖ್ಯಾತ ಬೆಲೆಗಳಿವೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ 
1 -- 006 9 1 510 0% 
1 -- 006 0 -- 14617 0 


(1) ಸರಳೀಕರಿಸಿ: 


p) ee 2141 0 8.8೫ 
el ೦೦8 3 ¥ 21510 3 05 


ear on Me JE SES ಆ 
+ cos 1 SIM 20093 — -- ೪೫19510 -ಂ ೦೦5 ಇದ 


ಥಿ 2 2 
0 Re 
COS ನತ್ತ + {sin EX 
= ನ ಜ್ಞಾತ. = (cos 0 + isin 6)” 
cos 3 — 1580 ನ್ವ 


= 00610 —+ 1610 710 


(2) 587 ಇ 7- 5817 0 3- 510 ) ಎ 0೦5 ೩ 3- ೦೦೯ ಗ 3-೦೦೪) ಎ0 
ಆಗಿದ್ದರೆ, ೦೦535 + ೦೦536 + ೦೦53) = 3cos(a +B +) 
sin 3a -- sin 38 + sin 3) = 3sin(a + B + y) 

ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 

a=cisa,b=cisf,c=cisy ಎಂದಿರಲಿ. 

a+b+c=(cosa+cosh-+ cosy) 

+ i(sina 7-517 6 4+ siny) = 0 (ದತ್ತವಾಗಿದೆ.) 

“a4 13 + 6 ಎ. 300ೀ (ಬೀಜಗಣಿತದಿಂದ) 

cis 3a -- cis 38 + cis 3y = 3 cis acis Bcisy = 3cis(a+ B + y) 
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.. ವಾಸ್ತವ ಮತ್ತು ಊಹ್ಯಭಾಗಗಳನ್ನು ಪ್ರತ್ಯೇಕವಾಗಿ ಸಮಾ 
ಕರಿಸುವುದರಿಂದ 
cos 3a + cos 38 3- cos 3y = 3cos(a + B+ y) 
sin 3a —+ sin 38 + sin 3) = 3sin(a +B + y) 
(3) ಸರಳೀಕರಿಸಿ 


(cos 0 + isin)? (cos 30 — isin 30) 
(cos 20 + isin 20)-3/4 (cos 50 — isin 505/8 
ಗ (೦೦5 0 + 1510 0)718 , (೦೦6 0 -.- isin) 
“(cosh + 1518 082 (೦೦50 + isin 0೫/8 


= (cos 0 + isin 6)/3—15+3/2+25/8 


ದತ್ತ ಉತ್ಪನ್ನ 


0-- isi Dy 
ಹಾ ಭಟ್ಟ 0-1 ಗ ಸ್ಯಾ” 


7 “ಎ 
(4) x, =cos pa + isin = ಎಂದಿದ್ದರೆ, 
XXX... ೦೦ ನಾ೦08$7 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
AVE a ಇತ್‌ 
4 Rg Se CO CSR ಊನ್ವಾ XC MER 000 


; 7 7 7 
ಎಂ0(3 +53 +3 ¥----00) 
=Cisn —=Cosn +isinn7—=CosT 
(೨) ೫ ಜಿ ಒಡಿ 1-1 0 ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸಿ. 


(04 -- 4. ಡಿ.೫5 1) (%--ಓ1) ಎಇ! 
ಇ ಎ3 170 ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. 


2ಕೆಹಾ ರ | ಹ 005(2/ 3- 1) 7 3- 1580 (2/--1) ಇ, rel 
2r +1 e241 
ES - ಗ್‌ 
5 5 
rE, ಜಿಲೆ ಆದೇಶಿಸಿದರೆ, 
77 97 


೪ ಚ ಚ್‌ ಚ ಚ] 
DB CS ಸ CR 
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ದಾ 


Sn 
ದೊರೆಯುವುವು. ಇವುಗಳ ಸೈಕಿ cis —— —=cisn=—l, (x+1) ಅಪ 


ನರ್ತನವನ್ನು ನೀಡುವುದು. ಆದ್ದರಿಂದ ದತ್ತ ನಾಲ್ಕನೆಯ ಘಾತದ ಸಮಾ 
ಕರಣದ ಮೂಲಗಳು 


ಕಾಜ Wes Ta “ಚ 
cis —, cis —, cis——, cis— 
llr Ay ಜತಿ ಇ 
(cis ನ = 015 | C13 ಸ್‌ = 016 ಇ » ಇತ್ಯಾದಿ) 


3.7 ಘಾತ ಮೂಲಗಳ ಶೋಧನೆ 
1 ರ ವರ್ಗಮೂಲಗಳು -- 1 ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. 
1 ರ ಘನ ಮೂಲ 41 ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. 
1 ರ ಚತುರ್ಥ ಮೂಲ -- 1 ಎಂದು ಹೇಳುತ್ತೇವೆ. 
ಹೀಗೆಯೇ ಮುಂದುವರಿಯುತ್ತ 1ರ ಎಷ್ಟನೇ ಮೂಲವನ್ನು ತೆಗೆದರೂ 
ಅದು -- 1 ಕೈಂತ ಬೇರೆ ಯಾವ ಸಂಖ್ಯೆಯೂ ಅಲ್ಲ ಎಂದು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. 
ಇದೇ ಪ್ರಶ್ನೆಯನ್ನು ಇನ್ನೊಂದು ದೃಷ್ಟಿಯಿಂದ ಪರಿಶೀಲಿಸಬಹುದು. 
1ರ ವರ್ಗಮೂಲಗಳು 2೫ -- 1,0 ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳಾಗಿವೆ; ಘನ 
ಮೂಲಗಳು * - 1 7.0 ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳಾಗಿವೆ; ಇತ್ಯಾದಿ. ಆದರೆ 
x ನಲ್ಲಿಗ ನೇ ಘಾತದ ಸಮಿಾಸಾಕರಣದಲ್ಲಿ ೧ ಮೂಲಗಳಿರಬೇಕೆಂದು ಬೀಜಗಣಿತ 
ದಿಂದ ತಿಳಿದಿದ್ದೇವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 20-೨1-0 (1 ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಸಮಾ 
ಕರಣ 1 ರಗ ವಿವಿಧ ಮೂಲಗಳನ್ನು ನೀಡುವುದು. ಗ ಸಮಸಂಖ್ಯೆ ಯಾದಾಗ 
5-1 ಮತ್ತು ವಿಷಮಸಂಖ್ಯೆಯಾದಾಗ -- 1 ಎಂದು ದೊರೆಯುವ ಮೂಲಗಳು 
ಈ 1 ಮೂಲಗಳಲ್ಲಿ ಅಡಕವಾಗಿರಬೇಕು. ಇವುಗಳ ಶೋಧನೆಯನ್ನು 
ಡಿಮಾಯ್ಚರನ ಪ್ರಮೇಯದ ಅನ್ವಯದಿಂದ ಮಾಡುತ್ತೇವೆ. 
ಪ್ರಮೇಯ: 1 ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯ 1.11 ನೇ ಮೂಲಗಳ ಶೋಧನೆ. 
x ಇಂತಹ ಒಂದು ಮೂಲನಾಗಿರಲಿ. 


". 20ೌ ಎಎ 1 ಜಾ ೦೦52%ೂ 3- 151/೧ 2%, kel 
ಲ ಟೆ 7 
“X=COS— 19510 ---- 
7? n 


k ಗೆ ಯಾವುದೇ 1? ಕ್ರಮಾನುಗತ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಆದೇಶಿಸಬಹುದು. ಹೆಚ್ಚು 
ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಆದೇಶಿಸಿದರೆ ಮೂಲಗಳು ಪುನರಾವರ್ತನೆಗೊಳ್ಳು ವುವು. ಗಣನೆಯ 
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ಸೌಕರ್ಯಕ್ಕಾಗಿ ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ, k=0,1,23,...,n-— 1 ಬೆಲೆಗಳನ್ನು 
ಆದೇಶಿಸುತ್ತೇನೆ. 


ಕೂಗಿ ಆದಾಗ ೨೫! 
ಯಗ 
k=1 ಆದಾಗ x=cis ಸ ಎಂದಿರಲಿ 


4 
೫2 ಆದಾಗ x=cis — =u ಆಗುವುದು 


ಎ 1 ಆಗುವುದು. 


201 --1 
k=n—1 ಆದಾಗx=cis- ವ fe 


(1) ಹೀಗೆ 1ರಗಗನೇ ಮೂಲಗಳು 1,೬, ೨೫೩ ..., ಎತ, ಇಲ್ಲಿ 
2 
w=cis —. ಇವು ಆ ಸಾಮಾನ್ಯ ನಿಷ್ಪತ್ತಿಯಿರುವ ಒಂದು ಗುಣೋತ್ತರ 


ಶ್ರೇಢಿ (೮8) ಯಲ್ಲಿನೆ. 


2 ಖ್ಯ 
೧) 1ರ 3,3ನೇ ಮೂಲಗಳು 1.೦8 3, cis ವ್ಯಾ 


೦೫ 


2 4 
4) 1ರ 44ನೇ ಮೂಲಗಳು 1,cis ಹ್‌ , cis — ois 


ಅಥವಾ, 1, | - 1,1. ಅಥವಾ ೬೭1, ೬ 


2 
(4) 1ರ 5, 5ನೇ ಮೂಲಗಳು 1, cis ಡಾ 015 5 


(5) 1ರಗನೇ ಮೂಲವನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿ. ಅದು 


kr EE 
x=cos—+isn—;> kel 
n n 


|| 1 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ 1 ರ ಪ್ರತಿಯೊಂದು n,n ನೇ ಮೂಲದ 


27 
ಮಾಡುಲಸ್‌ 1 ಆಗಿದೆ. ಆದರೆ ಇವುಗಳ ಕೋಣಾಂಕಗಳು - ಸಾಮಾನ್ಯ 


ಟ್ಟೆ ಒಂದು ಸಮಾಂತರ ಶ್ರೇಢಿ (ಸಿ?) ಹಂಪ ಆದ್ದರಿಂದ 
2,೪1 ಬಿಂದುಗಳನ್ನು re ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ಗುರುತಿಸಿದರೆ, 


1, ಲ, 
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ಅವು ಮೂಲಬಿಂದು ಕೇಂದ್ರ ಮತ್ತು 1 ತ್ರಿಜ್ಯವಾಗಿರುವ ಸ್ವಿರವೃತ್ತದ 
ಮೇಲಿರುವುವು; ಮತ್ತು ಅವು ವೃತ್ತದ ಸರಿಧಿಯನ್ನು ಗ ಸಮಾನಭಾಗಗಳಾಗಿ 
ನಿಭಾಗಿಸುವುವು. ಆದ್ದರಿಂದ ಈ ಗ ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದು ಸಮ (16801) 
1-ಭುಜವನ್ನು ರಚಿಸುವುವು. 


ಉದಾಹರಣೆ 
(1) 7-1 ರ 10, 10 ನೇ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
೨] ಜಾ 006 7 3- 1911 7 ಸಾ೦05 (2% + a+ 1581 (2% +1), kel 
2k -- ಟ 2k +1 ಸ 


Se | sin—— 7 
”. (— 1) 008 7-1-1510 70 


k=0,1,2,...,9 ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಆದೇಶಿಸಬೇಕು. 


FE ಜ್‌ 77 

1ರ 10, 1 ಎ ಎಸ ಯಸ ಓತ 

0, 10 ನೇ ಮೂಲಗಳು ೦s 7 ಸಟ? 
ಸ ಜೇ ಅತೆ ಸಚ ry, ಎ. 
CIS 10 » Re 10 hE eT 


೧) 344ರ5, 5 ನೇ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
3+4i=r(cosh+isinf)’ ಎಂದಿರಲಿ. 
0೦೦50 ಎತ್ತಿ 151104 
“ಇr=5 ಮತ್ತುಂಂ8- 83/5, sin 0 = 4/5 
1 ದ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆ ಇ ಎಂದಿರಲಿ. 


ಎ 344i=S5 (005% 7-151 6) 
ಅಗ್ಗ [cos (21೧1 + a) + 1510 (2817 + a)] 


217 - 21% 
£3 (3 +405 = 515] ೦8 —— + isin Sp 


5 
k= 0,1,2,3,4 ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಆದೇಶಿಸಬೇಕು. ಬೀಕಾದ ಐದು ಮೂಲಗಳು, 
2m + 
51/5 cis ಹಕ 5115 cjs i] ತ್ತ 51/5 cis 4m + ಹಃ ಜ್‌ 67 + ಈ 
೨ ಕ್‌ ಕ ವ 
51/5 cis 87 +a 


5 
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3.8 510 70, 0೧೪ 10, (೩0 10 (ಗ ಧನಪೂರ್ಣಾಂಕ) ಇವುಗಳ 
ನಿಸ್ತರಣೆ- - (cos 0 -- 1817 0)" = 00810 + 1511 10 ಎಂದು ಗೊತ್ತಿದೆ. 
1 ಧನಪೂರ್ಣಾಂಕವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಎಡ ಬದಿಯ ಉತ್ಪನ್ನವನ್ನು ದ್ವಿಪದ 
ಸ್ರಮೇಯದಿಂದ ವಿಸ್ತರಿಸಬಹುದು. 

(006 0 + isin ಎ 0? + Cy. Tis + CN ಗ್‌ 

ಇ ಜಂಗ್‌ ಪಾ ಬಜ ೬ ಗ. ಜ ಪ್ರ 
(೧5:೦೦$0, 8 56110) 
ಇ, ೦೦5 10 4+ isnn0—=(*— CUP cs 
— ಇಲ್ಯೆ.-666 3...) --1(1ಲ, ೫35-- Cc 3s 

WC CS SRE ) 
ವಾಸ್ತವ ಮತ್ತು ಊಹ್ಯ ಭಾಗಗಳನ್ನು ಸಮಾಕರಿಸುವುದರಿಂದ 

ERD AE ETL CO, 
EA COE CE cs 

(1) ಬಲಬದಿಯಲ್ಲಿರುವ ಶ್ರೇಣಿಗಳು ಅನಂತವಲ್ಲ. ಗನ ಬೆಲೆಯನ್ನು 
ಅನುಸರಿಸಿ ಅವು ಕೊನೆಗೊಳ್ಳು ವುವು. 

(2) €0816 ದ ವಿಸ್ತರಣೆಯಲ್ಲಿ 51836 ದ ಸಮಘಾತಗಳು ಮಾತ್ರ 
ಬಂದಿರಾವುದರಿಂದ್ಕ «1:36 1-- 00430 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿ ಈ ವಿಸ್ತರಣೆ 
ಯಲ್ಲಿ ಕೇವಲ 0056 ಮತ್ತು ಆದರ ವಿವಿಧ ಘಾತಗಳಿರುವಂತೆ ಪರಿವರ್ತಿಸುವುದು 
ಸಾಧ್ಯವಿದೆ. | 

(3) n ವಿಷಮ ಸಂಖ್ಯೆಯಾದಾಗ «1110 ದ ವಿಸ್ತರಣೆಯಲ್ಲಿ ಕೇವಲ 
sin 6 ಮತ್ತು ಅದರ ವಿವಿಧ ಘಾತಗಳಿರುವಂತೆ ಪರಿವರ್ತಿಸುವುದು ಸಾಧ್ಯವಿದೆ. 


517 10 ' Cit — CeO FC. 
(4) 1871/0೯ TE Cr ದ ಜ್ಯ 
(1 = tan 6) 


tan n6 ವಿಸ್ತರಣೆಯನ್ನು ಬೇರೆಯ ಒಂದು ಕ್ರಮದಿಂದಲೂ ಸಡೆಯ 
ಬಹುದು. 
Cis cis bg ಹ್ಯೆ ಐಂ 015 (61ರ ಕೊಡ್ಲ... 1- 0) 


ಎಡಬದಿ - cos 4,(1 + tan #,)cos &(1 + itan6)... 
೬ COS bp (1 + 4itan 6) 
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= (0060,0050ಗ್ಕ ... Cos 6p) [1 iS +25, +55 + 1 
ಇಲ್ಲಿ 5] = Jton0,, = Ztanh,tan 0, ಇತ್ಯಾದಿ. 
" ಎಡಬದಿ = (cos 0 cos 80... ೦5 0) 

[1 -ಕೃ್ಕ 5 -ಇತ್ಯಿ--...) FS SSH 


= ಬಲಬದಿ, [005 (0, +0, --... + 6) 
+ isin (0,+0,+...-+ 6) 


ವಾಸ್ತವ ಮತ್ತು ಊಹ್ಯ ಭಾಗಗಳನ್ನು ಸಮಾಕರಿಸುವುದರಿಂದ, 

cos(0,+60,+...+8n)=(cos8cosh;...cos Op) 
XU Sot+---:] 

sin(0,4+0,4+...+0n)=(cosh,cosd,...cos 6) 
x [Sd ಇ 


§- 5&4... 
py an(h+h+.. tl 


0=lh==...= = ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದರೆ, 


Ce CO ರ ಟ್ಟ - 


121110 = ETT (t = tan 0) 


ಉದಾಹರಣೆ 
(1) «1176 ಎಲೈ. ೦೦56681080 — ,Ccost 0 sin3 0 
+ gC cos? 8 sin5 0 — sin?0 


= 7 0086 0 sin 0--35 0೦55 # sin 04 21 ೦೦೯0 51750 — sin? 0 


(2) a,8,yಗಳು x + px + qx +p=0 ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲ 
ಗಳಾದರೆ tan « -- 1೩873, 1-೬73) ಉತ್ಪನ್ನದ ಬೆಲೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
a+B+y=-—paB+By+yva=qaby=—p 
S, ps. 5, 
] ಖಾಸಾ ನ್ಯಾ 


tan (1೩0೧7 ಇ +ton1B +tarn'y)= 


ಎ tan ta +tan7p +tan1y = nn, nel 
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ಮೂಲಗಳಿರುವ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು 


7 3 
(3) cos5 , cos ರ 


7 


ರಚಿಸಿರಿ. 
ಇಂತಹ ಪ್ರಶ್ನೆಗಳನ್ನು ನಾಲ್ಕು ಹೆಜ್ಜೆ ಗಳಲ್ಲಿ ಉತ್ತರಿಸುತ್ತೇನೆ. 


ಶ್ರೇಢಿಯ ಒಂದು ಕೋನವಾಗಿರಲಿ. 
2. 76೩2-17 ಇದರ ಸಾಮಾನ್ಯರೂಪ, kel 


I-40 Qk + Hr = 30 
€೦sine ಮೂಲಗಳು ಬೇಕಾಗಿರುವುದರಿಂದ 
cos 40 = cos [(2k + 1) 7 — 36)] ಎಂದು ಬರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
00546 = - 00636, ಇದನ್ನು ವಿಸ್ತರಿಸಬೇಕು. 
8008450 -- 80058 0 ೨. 1 _.. 4008380 300500 


ಎ. 804 ಸ- 408 - ಕ್ರೀತಿ 3.1 ಇಾ೧್ಕಿ c=cosh 
7 37 
11] ಈ ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳು ೦006 7» 005 7, 


Sn 77 97 
Ch Lk ಬ ಹ್‌ 
005 ಸ್ಯ, 005 ನ; , 005 ನ್ಯ ಇ ನವಿಂಭುದು ಸ್ಪಷ್ಟ. 
Sn 


77 97 
ಇಲಿ 005 ರಾಹಾ 1 ಮತ್ತು cos ಇ:೦೦5 7» 


೧೧ 


ರ್‌ 
. ಮೇಲಿನ ಸಮಾಕರಣದಲ್ಲಿ (೮ -- 1) ಅಸವರ್ತನವನ್ನು ಹೊರ ತೆಗೆದರೆ 


ಉಳಿಯುವ ಮೂರನೆಯ ಘಾತದ ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳು 


37 Sr 
್ಗ » COS ಹ 


3 
cos 3 ನಿಂದು ಮುಂತಾಗಿ ಗಮನಿಸುತ್ತೇವೆ. 


7 
cos 7, 005 


IV ಆದ್ದರಿಂದ ಬೇಕಾದ ಸಮಾಕರಣವು 
8603 -- 4028-40 -1-ಎ.0 


7-1 
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7 37 ಪೂ 
, COS 3 ¥ C05 + cos 7 == 


7 37 ; AY 
sec ನ್ಯ 560 ಸಗ 5607್ಯ ಣಾ 


I | 1 
(4) rd 
3 ತಾ 12 ಜ್‌ 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


4m 67 
I a tan? — tan? ಮೂಲಗಳಿರುವ ಸಮಾಕರಣವನ್ನು 


ಟಾ ತೆ 
ರಚಿಸಬೇಕು. 
_ 2೫ 4% 67 
EE SC ಇಇ 
TF =I “Kd 
”. tan 70 = 0 ಹ 


0 - ಬೆಲೆಯಾಗಿರಲಿ. 


ಬಾ CRY CEC U0 tap 
1(17— 3584-2 (ಎ0 


147 
ಇಲ್ಲಿ/ ಅ.0, 0. 5 ಬೆಲೆಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದೆ 


.. 16 -- 21/4 .. 3510 --7 ಎ0 ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳು 
27 4. ೮7 87 107. 7: 127 167 


7 ಡ್‌ ತ a “ರ್ವ ಫರ್‌ ಅ ಅಆ ಅ 
tan 7» tan, tan tans ,t n - » tan ಎ , tan 7 » 
7 67 107 4n 
ಈಗ, an ನ್ಯಾ ಲವು -ವ್ಯನಕಾ ಸಾಜಾ, 
27 27 
1೩1 ಸ್ವ & ಣಾ — tan 1 ತೋ 6 68 ೪ 


.. ಮೇಲಿನ 6 ನೆಯ ಘಾತದ ಸಮಾಕರಣದ ಆರು ಮೂಲಗಳು 


+ t 27 | 4 67 
an =, 5 tan >» tan 


, 
| 
| 
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111 #=x ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿ ದೊರೆಯುವ ಮೂರನೆಯ ಘಾತದ 
ಸಮಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳು 


t ಕ ta ನ್‌ ಸೈ 
an ರ: nee tan. 


”. ಬೇಕಾದ ಸವಿತಾಕರಣ x3 21x: + 35x - 7-0 ಆಗಿದೆ. 


1 | 


sh 4 124 ಕ್‌ ೨27 
= Sec ್ಥ — tan ke 1 
1 
ಸ Ey ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದರೆ, ದೊರೆಯುವ )-ಸಮಾಕರಣದ 
| 
ಮೂಲಗಳು ಕ ~~, 
4— 60 4 6ಯ್ಯ್ಯ 4-— sec 


)-ಸಮಾಕರಣವು, 64) 64: + 12) +1 =0 
ಮೂಲಗಳ ಮೊತ್ತ = 1 


3.9 sin" ೧, cos" ೧, sin" 0 cos" 0 ಗಳ ನಿಸ್ತರಣೆ (Mm, n ಧನ 
ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳು) 
೫ ನಾ0068 --/ «110 ಎಂದಿರಲಿ. 


| 

*" —=Cosh0— 16100 
x 

xk = cos k0 + isink6 


| 
ತ್‌ — 006 10 -- isin 10 
] | 2 
"ಜತ ಮ ಘ200660, ೫ ಎಎ 215110 
¥ Xx 


| ಹ 
xk + — 2 006 k6, xk — ನ 2isin ಓ0 


IAM 
I (2 sn" 0 ಹೆ ಕಂತು ಡಿ CALC ರಟ ಟ್ಟ 
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(4) 1 ಸಮಪೂರ್ಣಾಂಕವಾಗಿರಲಿ (೨0) 


(2i) sin” 0 (xn ರ್ಯ 1 - nC (೫-3೩ ತೆ ಹಿ 4 


= 2[cosn8d — Ci cos (n — 2) 8 ಡ್‌ ತಿ 
sin? 0 = 


| 
ರಾರಾ [cos ೫0 — ,Ci 0085 (1 -- 2) 6 
+ ಇಲ್ವ 005 (1) --4)01 -- ...] 


(0) ॥ ವಿಷಮ ಪೂರ್ಣಾಂಕವಾಗಿರಲಿ (ಎ 0) 
(2773 510೫ 0 — ( 


I 
MSN Es ೫1.2 __ ಪತೆ 
| 3) ಇಸ 1 ಸ ಗದ 
23 ; 17-3 $]77* 0 ಎ. 21[611 ೫10 [ಲೈ 517 (1 — 2)6 _- 
ಜೆ 1 
“SnT.0. «= 


ssf 


[sin 70 ಲೈ sin (1 — 2)6 
2n ದ ಬ್‌ 


+ Csin(n—4)6....] 


| 1 
Il 2” cos" 0 ಮಾ (5 + ಡಿ ಹಾ 20 -- ಲೈ ೫೫-32 kA C UE ಪ್‌ 


ps ) 1 
§ eS ೬೪೫. 
1) | 
= po ರ ಎ Bo! 


ee ] 
a) Ca (am + ತ 


= 2 [0೦5 ೫0 + ,Cicos(n —2)8 +...] 


, ೦೦57 0 — 


+. 
5 [cosn6 + ,Cicos(n — 2) 6 + ,Cscos (n --4)6 
+E 
| ಕೋ IAT 
111 sin™ np ಎ EN SE NN 
sin™ 0 cos™# a3 ( X -) 
ಇಲ್ಲಿಂದ ಮುಂದೆ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಆವರಣವನ್ನೂ ವಿಸ್ಮರಿಸಿ, ಇವೆರಡರ ಗುಣಲಬ್ಧ 
ವನ್ನು ಬರೆದು, ಪದಗಳನ್ನು ಕ್ರಮಬದ್ಧವಾಗಿ ಅಳವಡಿಸಿದರೆ, ಜೌ - 


1 


ಅವೂ 


xk 
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1 
ಅಥವಾ ೫k 1 ಗಳಂತಹ ಪದಯುಗ್ಮಗಳು ದೊರೆಯುವುವು. ಇವುಗಳ ಬೆಲೆ 


ತಿಳಿದಿರುವುದರಿಂದ ವಿಸ್ತರಣೆಯನ್ನು ಪೂರ್ತಿಗೊಳಿಸಬಹುದು. 1,೫ ಗಳ ಬೆಲೆ 
ಕಿರಿಯದಾಗಿರುವಾಗ ಈ ಕ್ರಮ ಪ್ರಾಯೋಗಿಕವಾಗಿದೆ. ಅವು ದೊಡ್ಡದಾದರೆ 
ಪ್ರ ಕ್ರಮವು ಬಲು ತ್ರಾಸದಾಯಕವಾಗಿದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ 


ae) 
(s+ 
ನ್‌ ತ್ಯ I. 0) (x5 —,)-2 2s 1) ಎ] 


] 
ಹಾ (sin 80 + 2:17 60 — 261/1 40 -- 6sin 20) 


ಸೂಚನೆ: ಮೇಲಿನ ಎಲ್ಲ ವಿಸ್ತರಣೆಗಳಲ್ಲಿಯೂ 11, 1 ಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು 
ಅವಲಂಬಿಸಿ ಪದಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ ಕೊನೆಗೊಳ್ಳುವುದು. 


ಅಭ್ಯಾಸ 3.2 
ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
ನ ern : 
(AE) — cos (7-5 24) + isin (7-24) 
2 [೦೦60 -- 0094 7-161/7 0 -- sing)" 
+ [೦೦5 0 -- ೦೦80 -- 1(41/7 0 -- sin)" 
— 6 7--0-.-6ೃ 


= 21 sjn™ CoS 
2n 


n ಇ 
3 (sinx-+icosx) ಎಎ 006 (7 — 2x) + isin (7 — 2X) 


¥ (08-82) (8-3) ಎ (೩ -- 03) (68-- (1) + (08 (0 (೫) 
ಎಂಬ ನಿತ್ಯ ಸಮಾಕರಣದಲ್ಲಿ «೯-56 ಎಂದು ಮುಂತಾಗಿ ಆದೇಶಿಸಿ, 
‘sin (6 — B) sin (y— 8) = sin (a— 9) sin (y—PB) + sin (a—y) sir. (0--8) 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ, 
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| | 
5 200 =x+ 5, 20064 ಾಘ)ರ 2 ಟ್‌ ಎಂದು 
ಮುಂತಾಗಿ ಇದ್ದರೆ, 
"60610 $F Tarn) ಹ್ಮ ಆಗ ಷ್ಟ DS 
] 
21510 (0 .. 4 ಈ ೧... ಶಾ2)2 ... -- ಡ್‌ ಎಂದೂ 


ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


6 (0 7-10) (0, + ಗಿ)(06, 1-1)... (An + iby) 
=A+iB ಎಂದಿದ್ದರೆ 
ಗಿ3 2. ೫3 ಎ (೧5 3-ಕಶಿ (02 +b) 031 ಕೈಲಿ... (ap by?) 


B b, bh bn 
ಎಿಂದೂtaಗn'x +nn=tan™— +tan'— 4+ ....+tan7— 
A [4 09 an 


ಎಂದೂ ಸಾಧಿಸಿರಿ. (nl) 


¥ | (a + hi) mMi/N + (a ಪ bi) mn —) (a> + 121೫೬2೫ 
m b 
cos (3 tan ನಾ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


8 ಈ ಕೆಳಗಿನ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
(4) 3/3 +1 ನಾಲ್ಕು ನಾಲ್ಕನೆಯ ಮೂಲಗಳು 
(ಗಿ) 3 41 ಏಳು ಏಳನೆಯ ಮೂಲಗಳು. 
(0 -— 1ರ ಹತ್ತು, ಹತ್ತನೆಯ ಮೂಲಗಳು. 
9 xXx ಕ ಡಿಸ ೫ರ ಎ0 
ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸಿರಿ. 
10 ಣೆ ಗಿ ಗಟ 0 ಸಮಾಕರಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸಿರಿ. 
11. (a+b) M+ (6 -- ಓಗಿ? ಈ ಉತ್ಪನ್ನದ 1 ವಾಸ್ತವ ಬೆಲೆ 
ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
12 63009360 + 085103 0 .- 260 0೦56 2. 2/06 51010 1. ೮ಎ. 0 
ಸಮಾಕರಣಕ್ಕೆ ನಾಲ್ಕು ಮೂಲಗಳಿವೆಯೆಂದೂ, ಈ ಮೂಲಗಳಿಂದ ದೊರೆಯುವ 
0 ದ ಬೆಲೆಗಳ ಮೊತ್ತ 2೫7 (ಗ) ಎಂದೂ ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


1) 00590 200890 --360087 95103 6 + 126 ೦೦೮ 0:1: 4 0 
— 84 0053 061060 + 90050 1180 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


Souci 
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14 cos80 ಎ 0088 0 — 28 0066 0 sin? 0 + 70 cos‘ 091140 
— 28 cos? 061160 —+- sin8 0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
15 2700880 —=cos80 + 8008 60 + 28 cos 40 
+ 56 008 20 + 35 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
16 2560089 0 ಎ 008590 + 9 cos 70 + 36 cos 50 
+ 84 cos 36 -+ 126 cos 6 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
17 25618" 000530 ಎ 005 60 -- 200840 —cos204+2 ಎಂದು 
ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
18 — 216615000580 —sinll6 4 Ssin98 + Tsin76 


— Ssin 56 — 22 sin 360 — 14sin 0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


27 4m 67 87 
19 2cos—, 2cos—, 2cos—, 2cos— 


ಕ್ರ” ತಿಲ ಸ್ಯ 5 
ಮೂಲಗಳಿರುವ ಸಮಾಕರಣ 


24 ಸ ಮಿಣಿ ಇಡಿ 4.1 ಜ.0 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


27 4n 67 8 
cos — ಷೆ cos — eF C05 + 006 3 ಇದರ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 


27 4m 
20 sin 7» sin in”, sin ಮೂಲಗಳಿರುನ ಸಮಾಕರಣ 


V7 V7 
x3 — > x3 + a= ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


21 ಇವುಗಳನ್ನು ಸಾಧಿಸಿರ— 
ಜ್‌. ತ 27 ಸ ೨ | ತೆ 4m 19 
(0) CO RES EE ಹಾ 908 ಇಸಾ 
3 57 7 97 
(ಗಿ) cos —— ನರ Cos 7+ cos7 + C05 3 i Fos } 


77 117 137 
(೧) ೮05 7 7s +೦05 Ts + °9S 75 + C057 —=—} 


ನಾಲ್ಕನೆಯ ಅಧ್ಯಾಯ 
ಹೈಸರ್ಚೊಲೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು 
4.1 ಹೈಸರ್ಜೊಲೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳ ವ್ಯಾಖ್ಯೆ-- 


06 -- 0-6 
ಹೈಸರ್ಬೊಲೀಯ sine 6 = sinh 0 = -ಸ್ವಾರ್ಗ- (4.1) 
29813 85 
ಹೈಸರ್ಬೊಲೀಯ 0೦58300 = cosh # = — (4.2) 


ಎಂದು ನಿರೂಪಿಸುತ್ತೇವೆ. 
s nh6 06 -- 059 ee | 


ಆದ್ದರಿಂದ, 1೩/8 0-- ಸ 


A cosh 6 | e0+e8 036 1. | 
Cot’ sinh 0 tanh 0 06 -. 079 26 | 
ho=——= ಹಾ 
ಹ್‌ “cosh0 06 +e# 
ಇ 
cosech 0 = 


sinh6 ್‌್‌ 
ಇವುಗಳ ಮುಖ್ಯ ಗುಣಗಳು ಹೀಗಿವೆ 
00613 0 -- $10030 ಎ ತ್ವ (636 + e+ 2-— ed — 0-36 ( 2). 


=| (4.3) 
* 1— tanh?8 = sech?6 (4.4) 
* coth? 0 — 1 = cosech? 0 (4.5) 


ಈ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯಲ್ಲಿ ಬರುವ 0 ವು ವಾಸ್ತವ ಅಥವಾ ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರ 
ಬಹುದು. 920 ಆದಾಗ 517010 ಎ 0, cosh 0 ಎ 1 tanh 0 ಎ. 0, coth 0, 
005000 0 ಅಪರ್ಯಾಪ್ತವಾಗುವುವು. 560071 


4.2 ತ್ರಿಕೋಣವಿಂತೀಯ ಮತ್ತು ಹೈಪರ್ಜೊಲೀಯ ಉತ್ಪನ್ನ 
ಗಳ ಸಂಬಂಧ--- 
pe: ೪. SR 


sin TTT 


7 ರಿ 


, 


ಹೈಸರ್ಬೊಲೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು 


ಗ್ಗ. 06 
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ಎಂದು ವಿಶ್ಲೇಷಣ ಗಣಿತದಿಂದ ತಿಳಿದು ಬರುತ್ತದೆ. 0 ವು ಒಂದು ಮಿಶ್ರ 
ಸಂಖ್ಯೆ ಯಾಗಿರುವಾಗ «1೫ 6 ಮತ್ತು 0080 ಗಳನ್ನು ಈ ನಿಸ್ಮರಣೆಗಳಿಂದಲೇ 


ವ್ಯಾ ತ ಸುತ್ತೇವೆ. p ರೀತಿ, 6 ವು ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರುವಾಗ 


03 08 
Alt ನ್‌ ರ್ತ] ; Too 


ಎಂದು ವ್ಯಾಖ್ಯೆ ಮ ಎ 


ೆ ಕ | 04. 08 
, 0೦5 0 3- 151 0 ಎಟ್ಮ|-- ಹು 7 
ತೆ 
(103 (00 (10)* 
ಜಾ ಬಟ ಬರಗು ಎ (್ಪ್ಧ . ೦೦ 
=— e160 
", 0050 3- 1611 0 = 016 
cos0 -- 1910 0 ಎಾ 096 
19 16 
e ೯ 
"008 0 ನ ಸಾಚ್‌ cosh 10 
2 
06. €-16 1೧110 
sSn0=————— = - 
2] 1 
ಅಥವಾ, ೦೦58 10 ಎ 0060 $ 
sinh 10 = isin 6 
ಇವುಗಳನ್ನು ಆಯ್ಲರನ ಉಕ್ತಿಗಳೆನ್ನುತ್ತೆ 
6 ವನ್ನು 19 ವೆಂದು ಪರಿವರ್ತಿಸಿದರೆ, 
676 + 68 
cos 10 = cosh (-- 0) = WT cosh 6 
676 --..09 ೆ 
isin 10 = sinh (-- 0) = FT sinh 0 


”. Sini6 = isinh 6 


204 ತ್ರಿಕೋಣವಿಂತಿ 
(4.6) ಮತ್ತು (4.7) ಸೂತ್ರಗಳ ಸಹಾಯದಿಂದ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಗ 
ಮಿತೀಯ ಸೂತ್ರದ ಅನುರೂಪ ಹೈಸರ್ಬೊಲೀಯ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಸಡೆಯ 
ಬಹುದು. 
(ವು ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆ ಯಾಗಿರುವಾಗ, | 
eke 01 — 6-6 
cos 0 ಕಾಟಾ ಶಾಕ್ತ. sin 0 = ಹ್‌ 
ನ ((16 ಟ್ರ €-16)3 (616 __ 16 )2 
"೦೦52 0 + 61030 = TE ತ್ತ 
ಇದೇ ರೀತಿ, 1 --1೩/736 ಎ 6006 
cot? 0+ 1 ಎಎ 006002 0 
ಈಗ 8 ವನ್ನು! 6 ಎಂದು ಪರಿವರ್ಶಿಸಿದರೆ, 
0043 16 + sin? i#6 = 
cosh? 0 — «1712 0 = | 
ಇದೇ ರೀತಿ 1-- 1೩೧1361 
coth? 0 — 1 = 0066013 0 


A ಮತ್ತು 8 ಗಳು ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರಲಿ. 
e(4+Bi __ (A+B 


sin (A + B) = 5; 


| 
= > [(cos A + isin A)(cosB + isin B) 


— (೦೮5 ಡಿ —isinA)(ccsB — isin B)] 


I 
ಜಿ [(cos A cos B— in A sin B-cos A cos B--sin A «17 B) 
+ i(sin Bcos A + sin A cos B + sin BcosA + sin Accs B)] 
=sinAcosB-+cosAsinB 


ಹೀಗೆ ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಸೂತ್ರಗಳೆಲ್ಲವೂ ಕೋನಗಳು ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆ 
ಯಾದಾಗಲೂ ಸತ್ಯವಾಗಿವೆ. 
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ಉದಾಹರಣೆ 


(1) ೩೫ (01-14) ನ್ನು ವಾಸ್ತವ ಮತ್ತು ಉಊಹ್ಯಭಾಗಗಳಾಗಿ 
ವಿಭಾಗಿಸಿರಿ. 
sin (0 -- 10) cos (0 — i$) 
0080 —+ 10) cos (6 — 10) 
_ 510 20 -- 15871, 26 
`` 006 20 + cosh 2% 
sin 20 
cos 20 -.- cosh 24 
sinh 20 
cos 28 -.- cosh 24 


tan (0 + i) ಎ 


‘RR tan(0+ip)= 
] tan (0 3 i¢) ಎ 


(2) tan(A-+iB)= x +iy ಎಂದಿದ್ದರೆ, 
x+y + 200124 ಎ1, x+y — 2ycoth2B +1 =0 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. | 
x -+ iy =tan(A —+ iB) 
‘"A+iB=tan'(x--iy) 
", ಡಿ --18 ಎ 1೩೧7 (ಸಜ -- iy) 
"2 ನಾಟ (೫-1) --ಟುಬ್‌ೆ(ಜ- 0) 
l1—(x-+iy)(x— iy) 
(x -- 0) +(x — iy) 
28001626 ಎ. 1 -- (ಜಿ .-)) 
"2ಡಿ ಸ )ಸ3 4.೩2 0062ಗಿ ಎ1 
218 =tan™'(x + iy) — tan” (x — ಗಿ) 
le OO 1+A-Yy 
i ಉಗಿ) (ಜಿ) 20 
“x-4+y—2ycoth2B+1=0 


ಸ 0001 6% = 


ಕ್ಯ 7 i 7 0 
(3) Tan” (619) = n+ 3 — 3 108181 (3 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
8 
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Tan (616) = nm + ೬೧73 (616) 


= nn + tan (cos 0 + isin 0) 
tan! (cos 0 + isin 0) = x + iy ಎಂದಿರಲಿ 


"1೩0೧77 (0050 -- 1610 0) ಎ. --)) 


20060 20060 
ಎಂಗ 0% 


ಗ (ಗಗ ದ್‌ 


ಗ 
4 


ತ 
= isin 6 


ಪುನಃ ಓಗ (ಗ) = 


* tanh 2) = sin 6 


eY — 0-88 


ಶಿ ] -|- 510 0. 088 
ರ್ಟ CN 


sin 0 7 06 
ಕ ಎಲ =1oe( 77% ತ ತ (7-5) 


ತ (3 0 
y= — ಸ108 0 7-5) 


+ 1೩/7783 (616) ಎ nn + _ 


ಅಭ್ಯಾಸ 4.1 
ಸ್ಮವ ಮತ್ತು ಊಹ 
(a) tan (a — if) 
(0) cosh (x —+ iy) 
(€) sin (ಇ — 16) cos (a -- 18) 
(0) cosech (x — iy) 


ಬ ಆ 
ಸ og tan ಸ 


ಭಾಗಗಳಾಗಿ ವಿಭಾಗಿಸಿಂ— 


0 


5) 


2 


ಹೈಸರ್ಬೊಲೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು 207 


2 ಸಾಧಿಸಿರಿ... 


॥--0 _ 513 0 7- isinhv 


a) tan —— 
(0) 2 0068 --0060) 


(0) 1೩೧ (% + BH) ಎ Star ಷ್ಟ 4 
ಗೆ [er MA 
4 6) + a? 
(¢) cos(a —+ i8) + isin (a + 16) = 678 (cos a —+ isin a) 
3 tany—=tanatanhB, tanz=cotatanh8 ಎಂದಿದ್ದರೆ, 
tan (y + 2) = sinh 28 cosec 20 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


7 0 
4 u=log tan(7 ಈ) ಎಂದಿದ್ದರೆ, 


u 0 
tanh 5 =tan~ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


2 
5 sin(A+1iB)=x-+iy ಎಂದಿದ್ದಕ್ಕೆ 
x3 3 2೨೩ y? 
cosh? B a B =1, ಮತ್ತು PT Pasa 1 ಎಂದು 
ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


6 cos(0 +i$)—=R(cosa +isina) ಎಂದಿದ್ದರೆ, 


sin (0 — 
1 = Slog ೫೫ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


511 (0 -.- a) 
7 A+iB=ctan(x-—+ iy) ಎಂದಿದ್ದರೆ, 
2¢A ಶ್ರ 
tan 2x ಎ FES; 7 ಶಾಷ್ಟ್ಯಾನ' ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


8 ಸಾಧಿಸಿರಿ-- 
tanh x + tanh y 
(0) tanh (x +7) = 1 —+ tanh xtanh y 
tanh x — tanh y 


A re 


9 cos(x+iy)=cos8 + isin6 ಎಂದಿದ್ದರೆ, 
cos 2x + cosh 2) = 2 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
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10 610 (% + iy) =tan (a + ip) ಎಂದಿದ್ದರೆ, 
tan x sin 28 = tanh y sin 26 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


4.3 ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಯ ಪ್ರತಿಘಾತ (ಲಾಗರಿತಂ)-- 
8 


Xx ೫” ತ್ಲ 
eX =x ಸಹಗ +5 + ೦೦ ೫6% 
ಎಂದು ಗೊತ್ತಿದೆ. ಇದೇ ವಿಸ್ತರಣೆಯನ್ನು * ಒಂದು ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆ ಯಾದಾಗ 
ಊನ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸುತ್ತೇವೆ. 


u ಮತ್ತು 2 ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿದ್ದು ಟ = 2 ಎಂದಿದ್ದರೆ, ॥ ವನ್ನು 
2ನ ಪ್ರತಿಘಾತ (ಲಾಗರಿತಂ) ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 


z2=x+Iiye=r(cos0+isin 0). ಎಂದಿರಲಿ. ಇಲ್ಲಿ —n <8 <7 
u=a-+ if ಎಂದಿರಲಿ. ಇಲ್ಲಿ xy, ಇಗ ೫, 
"etiB ಎ 1 (0೦೦50 + isin 0) 
ಇ 0% (0050 4. 15180) ಎ7 (೦೧60 + 1611 0) 
ಎ 0%? ಗೈಜಾಥಗಿ 4.217, nel 
r> 0 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ೩-1೦8”, ಇದೊಂದು ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆ. 
ಮತ್ತು 0 ಎ + tan (2) 


. ಮೇಲಿನ ವಿವರಣೆಯ ಪ್ರಕಾರ 
ಒ ಇ ಪ್ರತಿಘಾತ2- «+ 8 -1ogr + [2m + ton (2)] 
ಎಂದಾಗುವುದು. (1) = 3108 (439 + [2m + tan 2] 


ಹೀಗೆ ಪ್ರತಿಘಾತ 2'' ಗೆ ೫ ಬದಲಾದಂತೆ ಬೇರೆ ಬೇರೆ ನಷ ಇ 
ಬೆಲೆಗಳು ದೊರೆಯು ವುವು. ಈ ಅರ್ಥವನ್ನು ಸ್ಥ ಸ್ಪಷ್ಟೀಕರಿಸಲು ""ಪ್ರತಿಘಾತ 2? 'ನ್ನು 
“Logz” ಎಂದು ಇಂಗಿ ಸಿನ ದೊಡ್ಡ ಅಕ್ಷ ರದಿಂದ Nett ತ್ಲೇವೆ. 


ಸ. Logez =loger + 2nni + i6, ಅಥವಾ 


Logez = }loge (x? + 5) + 2nni + itan™ (2) 
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ಇಲ್ಲಿ 2 ಸಾ೫ರ 0,14೩ ಮತ್ತು 0 ವು ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆ 2ನ ಪ್ರಧಾನ 
ಕೋಣಾಂಕವಾಗಿದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ 
1.08 (1 +i) = }log,2 + 2171 + itan™(1) 


1 
= $loge2 + 23೯1 + 
( ನ 1 
Log (4/3 + i) =loge 2 + 2/71 + itan™ (5) 


1೫ 
ಷಾ 108್ಯ 2 -- 2/71- ಕ್‌ 


Log. 2 = Log, (x + iy) = log (೧0 -- y3) -- 2171 + itan™ (2) 
ಇಲ್ಲಿ ) ೨ 0 ಆದಾಗ 
Loge 2 =lLog,x =logx + 2771. ಈ ವಿಶೇಷ ಸಂದರ್ಭದಲ್ಲಿಯೂ, 
n=0 ಆದರೆ, Loge 2 ನಾ Log x=logx. ಹೀಗೆ ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆ x(> 0ನ 


ಸಾಮಾನ್ಯ ಪ್ರತಿಘಾತ ಈ ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆ ಗಳ ಪ್ರತಿಘಾತದ ಒಂದು ವಿಶೇಷ 
ರೂಪವಾಗಿ ಅಳಿಸುವುದು. 


ಉದಾಹ ರಣೆ 
(1) Log sin (x + iy) ಯನ್ನು ವಾಸ್ತವ ಮತ್ತು ಊಹ್ಯಭಾಗಗಳಾಗಿ 
ವಿಭಾಗಿಸಿ. 
Log, sin (x + iy) = Log (sin x cosh y + icos x sinh y) 
= }log (sin? x cosh? y 4 cos? x sinh? y) -- 2nni 
+ itan™ (cot x tanh y), 
ಇಲ್ಲಿ-- 7 <tan™ (cot xtanh )) <n, nel 
sin? x cosh? y + cos? x sinh? y = (1 — cos? x) cosh? y 
+ cos? x (೦೦603 y — 1) = cosh? y — 0088 x 
". Log, sin (x + iy) = log (೦೦583 y — cos? x) -- 2nni 
+itan™ (cot x tanh y) 
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(2) Loge(—4)ರ ಸಾಮಾನ್ಯ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


621% = — 4 ಎಂದಿರಲಿ. 
(೫44೪ = —4—4[cos(2n + 1) 7 + isin (21 3-1) 7] 
— 4M 


, Loge (— 4) —=loge4 + (2n + 1) ni 


] ಗಿ 
(೨) log > iP ಹಾ 2itan™ (-) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


ib 
ಹನ = log (a + ib) — log(a — ib) 


Ein 
=| 1102 (03 4, ) + itan ಜ್ಯ 


] ಗಿ 
J 2 2 ೫ ಫಾ ಈತ 
[5 log (a? + 0) + itan 7] 
2itan™ p 
= + 411೩0೧ 7a 
a —+ ib b 
4 ಸ 2. RE 3 
. log (51) 211೩1 ಫ್‌ 


4.4 4 ಮತ್ತು * ಮಿಶ್ರ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರುವಾಗ ೩ ಉತ್ಪನ್ನದ 


ವ್ಯಾಖ್ಯೆ-- 


a ಮತ್ತು : ಗಳು ವಾಸ್ತವ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರುವಾಗ 


a = 0೩108, 6 ಎಂದು ನಮಗೆ ಗೊತ್ತಿದೆ. ೧ ಮತ್ತು x ಗಳು ಮಿಶ್ರ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರುವಾಗ = ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯನ್ನು ನಾವು 0% ಎ 1೦೬4 ಎಂದು 
ವಿಸ್ತರಿಸುತ್ತೇವೆ. ೩ ೮ ೮ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ ಈ ವ್ಯಾಖ್ಯೆಯು 0 ಮತ್ತು ೫ ಗಳ 
ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ (ವಾಸ್ತವ ಮತ್ತು ಮಿಶ್ರ) ಅನ್ವಯಿಸುವುದು. ಇ ಯು 
ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆಯಾಗಿರುವುದರಿಂದ Log 0ಗೆ ಅಸಂಖ್ಯಾತ ಬೆಲೆಗಳಿವೆ. 


೩ 0ಬ ಎ. 0% 808, 0 ಎ 0% (2೧171 -- 108, 0), nel 


ಸ್‌ 
ಬ್ಯ 
ಲ 
ಣಿ 


1 5:0 ಆದಾಗ ೩ ಗೆ ದೊರೆಯುವ ಬೆಲೆಯನ್ನು, ಅಂದರೆ 0೫1೦೩ 
ಯನ್ನು ೩ ನ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆಯೆಂದು ಕರೆಯುತ್ತೇವೆ. 
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ಡನ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆ ನಾ 0೫1೦802 1 + x10gea 


HE og. ANE $ 
3 (loge 4) “3% (loge 4) +t 600 


ಉದಾಹರಣೆ 


(1) (0 -- ib)rtiy ಯನ್ನು ವಾಸ್ತವ ಮತ್ತು ಊಹ್ಯ ಭಾಗಗಳಾಗಿ 
ವಿಭಾಗಿಸಿ. 


a+ib=r(cosh+ isin) ಎಂದಿರಲಿ. 


~r=ya+h,60 tan 
~ (a+ ib)xtiy = ew+iy) Log, (a-+ib) 
— elx+iy). 108 [(a-+-ib) +-2nmi] 
— ex +1) log [r+(8-+-2nn)i], nel 
= elxlogr—y(8-+2nn)]+ily log r +x (6--2/7)) 
— exlogr, 0-೫(9--2/7) , eilylogr+x (0+2nn)] 
= [೫,072 (6-1-217) [cos {ylogr +x (8 + 2nm)} 
+ isin {ylogr + x(6 —+ 2nm)}] 
(a + ib) x+y ಯ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆ (೧ ಎ0 ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಬೇಕು) 
= 1ಖ 0-90 [0೦5 (೫71081 + x0) + isin(ylogr + x0)] 


(2) ಗೆ ಇದರ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆ ೯” ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
71 ಮಾ 0118081 ಎ 011808 0(217--7/2)1 Ha 
ದ 6--2/17--17/2) 


ನಗೆಯ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆ": 


(3) 0% = (x + 000115 ಎಂದಿರುವಾಗ, ಕೇವಲ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆ 
ಗಳನ್ನು ಮಾತ್ರ ಪರಿಗಣಿಸಿದಾಗ, 


Ep, 
2 


a = 


logy WHY) q tan” logae ಮತ್ತು 


212 ತ್ರಿಕೋಣಮಿತಿ 


2 ತತ 
log 4 (xX +3) = ಲ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಮಾತ್ರ ಪರಿಶೀಲಿಸುವುದರಿಂದ, 

(a + i8)loga a = (0 + 471084 (x + iy) 

"ಇಡ 10 ಎ(0- 070108, (x + iy)loge 

= (0 + qi)logg € (108 1/22 ++ fan] 
ಇ ಚ್‌ 

~a=ploggeloge 9/20 -)*-- 0108 € tan 4 

ಇಡೆ (x° + )ಶ - ೪1084 etan™ ಸೆ 

= log 2೨ — qloga ಣ್ಯ 


y 
ಠಿ ದೆ 1086 (x + 23) 7-0 1೩೫7 logge 


2 (೫ 
2006 =(5+ 2) loge ಆ ಸಿ 


2 (ap + Pq) 


”. loge (x + 23) ಜಾ ತ್‌ಾ 


ಅಭ್ಯಾಸ 4.2 
7 xi y 
1 logtan (3- 4+ ) = ji tan”'sinh x ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


2 108 (೨1) =i ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


cosh 2) + cos 2x 
3 logcos(x+iy)= }log, (ವ) 


— itan™ (tan xtanh y) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


ಹೆ) 20 ದು ಸಾಧಿಸಿ 
ಜಟಕ ಟ್‌ 1೩77 x ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ, 


4 1108 


5 ಓ08013-ಗಿ ೬ 3108,2 + i(2nm ty ಇ) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
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log (1 3- cos 20 + isin 20) = log (2 cos 6) +16, 
ಗ ಆ 07 ಇ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


108 (1 —+ 118೧ a) ನಾ 108,500 « + ai ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


(0 ಆ4ಆಸ್ವ-) 
los (ಭಾ) = tore (5 0೦೯೦೦ ಇಟಿ 5) 


a= eM [cos (108 a) -- isin log a] ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
ಎ ಲ [(2m + pra] +isin [(2m + 3) 74] ಎಂದು 


ii = €6 ಎಂದಿದ್ದರೆ, 
0=—=(0m+1Y)n. e+ ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


(a + ib) ೫ = mt Y ಎಂದಿದ್ದರೆ ಪ ನ ಒಂದು ಬೆಲೆ 


2 (ಓಗಿ ... 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿರಿ. 
loge (a> + b°) 
1108 (1+) ಇದರ ಪ್ರಧಾನ ಬೆಲೆಯ ವಾಸ್ತವ ಭಾಗವು 


6-3೫2/8, cos ್‌ 1082 ) ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


(1 + itanay” ಇದರ ಸಾಮಾನ್ಯ ಬೆಲೆಯು 
09-೫7೫ [cos (108 cos a)--i sin (log cos 0)] ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


41 --.1 


ವರರು ಸಿರಿ. 
ಸ್ಟಾ. ™ nel ಎಂದು ಸಾಧಿ 


Log; i= 


ಐದನೆಯ ಅಧ್ಯಾಯ 


ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಶ್ರೇಣಿಗಳ ಮೊತ್ತ 


5.1 ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಶ್ರೇಣಿಗಳ ನಿಭಾಗ--ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ 
ಶ್ರೇಣಿಗಳನ್ನು ಸ್ಥೂಲವಾಗಿ ಮೂರು ವಿಭಾಗಗಳಾಗಿ ವಿಂಗಡಿಸಿ ಅವುಗಳ 
ಮೊತ್ತಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ಕ್ರಮಗಳನ್ನು ತಿಳಿಯುತ್ತೇವೆ. 

(1) ಗುಣೋತ್ತರ ಶ್ರೇಣಿಯ (geometric series) ಮೇಲೆ ಅವಲಂಬಿಸಿರು 
ವಂತಹ ಶ್ರೇಣಿಗಳು. 

(2) ದ್ವಿಪದ ಪ್ರಮೇಯದ ಮೇಲೆ ಅವಲಂಬಿಸಿರುವಂತಹ ಶ್ರೇಣಿಗಳು. 


(3) ಘಾತೀಯ ಪ್ರಮೇಯದ ಮೇಲೆ ಅವಲಂಬಿಸಿರುವಂತಹ ಶ್ರೇಣಿಗಳು; 


ಪ್ರತಿಘಾತೀಯ ಶ್ರೇಣಿಗಳು, ಇತ್ಯಾದಿ. 
I sina-+csin(a+B)-+c?sin(a+28)+...00 |c| <1 
ಇದರ ಮೊತ್ತವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
5 ಷಾ 517 5 7- 0510 (ಆ -- 0) - 11 (6೬ -- 206) ..... ೦೦ 
ಎಂದಿರಲಿ 
0 ಎ008%1%- ೮೦೦5 (ಆ -- 0) 3- (300564 -- 26) ..... ೦೦ 
ಖೆ ಎಂದಿರಲಿ, 
C+iS=ciatce(atB)+ (364361, ,,, ೦೦ 
— 01%[ 1+ (08. (%8)2 + (8) +... ೦೦] 
| ೦01 |= | (೦೦5 6 + 1617 6) |= (ಸ ಜವ್‌! | 
ಎಂದಿರುವಾಗ ೮-15 ಗೆ ಒಂದು ಮೊತ್ತವಿದೆ. 
ದ 
1— 06%" 
೫ 01 (1 — ೧೦೦5 8 + cisin 8) 
(1 -- ೮೦೦5 0 -- 01511 6) (1 -- ೮೦೦5 8 + cisin 8) 


w (cosa + isina)(1 — ೧೦೦5 8 + cisin A) 
ತ l1+c?—2ccosp 


೮.150 
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ಲ s ಅರೆ 6006 6 1-11 ಆ(1-- 00058) 
ST 


_ 0810 (6 -- 0) -- sina 
14 ಡಿ-ಜೀಂಂಗಿ 


111 1 153 A },3,S 3 
| + cos 0+ ಸ್ನ 006 aE cos 3a + ... 
ಇದರ ಮೊತ್ತ ನನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


J pe 
C ಸತ್ತ cosa +2 ಬಾ ನ್ಯ ತ 90634 +. 
ಎಂದಿರಲಿ, 
ಜು 3 ಸಚ 
9-5 SM GE 7 SD a+ ...00 
ಎಂದಿರಲಿ, 


೦೬೨೬1 ಧು ಇಲ)? 


+ ...00 
=(1— eM), (0752/17) ದ್ವಿನದ ಪ್ರಮೇಯದಿಂದ. 


1 
Eee 
1 
ಚ ಎ ಬ ಡೆ ನ a 
೪ sin —- Sin—- — ]) cos —- 
os (5-5) +i5n (5 —)] 
ಮಾಮ 006 + isin 
A/2 sin 3 
% 0 
cos -್ಣಾ 
ಉಟ್ಟ ಮಾ ಸ 
[6A 
2 in 


216 ತ್ರಿಕ ಖಾತಿ 


(೫3 510 20. 04511 40. 06510 60 


EE ಜಾಲ ಯಾಃ ಇದರ ಮೊತ್ತ 


2 


ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


¢2 sin 206 6411 40 08517160 


800826 64008540 6900860 
RS ಸ್‌ ಎರ್‌] 


ಹ 
ಮ 


4... ೦೦ ಎಂದಿರಲಿ. 


2 4 6 
ಹ ಜಟ toy ಹ್ಮ ೦9 
2! 410 6! 93 
x? x4 x್‌ ಸ್ರ 
ನಾ + TE ಈ ತಾ06ೆ 
ಬ x ತ್‌ ಗ್‌ ಗಳೆ 
et = ER FE TS 
x ES 
WL ಸ 
REE NB 
ಯಯ Re ತ್‌ 
SEES OE kc 
eX x ce46 ce 
Se ME ಜೂ  _ಂಅ್ಚ್ರ್ಮತಅ೦ತಕ್ಷ 
2 2 
ec (cos 8 + isin 8) 4 ec(cos 8 + isin 6) 
ರಾ ಕ ಸಾಸ 7೯ ಸ್ವಾ ಸ್ಪಾಜ್ಯಾತಾಷ್ಣಾಗ ತ 


4 [ec cos 8 {cos (c sin 6) + isin (c sin 0)) 


+ ೯760059 {cos (c sin 9) — isin (csin 6))]-- 1 


eccos8., sin(csin 0) — ec cos 8 sin (c sin 0) 
2 


= sin (c sin 0) sinh (೧೦೦5 6) 


೧೩ 


3 
IV csina+ 5 sinda+ 3 sin3a+...00 ಇದರ ಮೊತ್ತ 
ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. | CC 
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2 (8 


c 
S=csina+— 5 sin 24 + ಸ 5034 +... ೦೦ ಎಂದಿರೆಲಿ. 


2 


fy 

C=ccosa+-—— cos > a 003% - ... ೦೦ಎಂದಿರಲಿ. 
ಸ ನೆ ತ ಗ: 

WIS = cep Re eE 0 


+...00, ೫ ಮಾ ೧01% 


ನಾಸ ಸ 
= —log(1— x)= —log(l — 00%) 
= —log(l—ccosa—cisma) 


SRE ನ 
೨. ೧51% ಇಷಾ 1 ₹101 0 
r=l+c?—2ccosa 

— csina 
OO TU 
l—ccosa 
“CXiS=—log(re®)= — logr —i6 


pe ಸ ಟ್‌ ( c sin a ) 
ಟರ ತ್‌್‌ ಚಟ cosa 


ಕಾ 


ಮತ್ತು C= 31087 = 1081 - ೧-- 200050) 


V sina+sin(a+B)+sin(a+28)+... ೫ ಸದಗಳವನೆಗೆ 
ಮೊತ್ತವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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2 sin Fine ಡಾ ಛಲ (೩೧ 3.) — cos (a+ Ey} 
2 sin sin (a +P) ಎ00 (+5) cos (a+ 2) 
2 sin sin (« +f) pi: 74 ಇ ತ್ಟೆ ೨) 


ದು 2n-3ಿ 2/--1 
2 sin |. sin (a + n -- 28) = cos (« + B)-cos(a-- —) 


ಕೂಡಿಸಿದರೆ 


2sin [sin 6 +sin(e +8) + ರ್ಯಾ 3-517 (ಆ 4- 7 — 18)] 
3 ( B ( 21 — 1 
= COS a— 5) eos Ur 
nA 
= 2 sin (« ಆ.) sin —- 


", 511 ೧ 7-511 (6 7-6) 3... 3-510 (ಇ --7 -- 1/) 


7) 1 
sin(a+ 8 in 
We 
2 


ಇದೇ ರೀತಿ 
cosa-+-cos(a+B)+...+cos(a+n—1h) 


n—1 . 1ರ 
COS (« +5) 511) 2% 
B ಎಂದು ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 


SIN LE 


ಹ 
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4" ಎಂದು ಆದೇಶಿಸಿದರೆ 
sna 510 264 4-51೧ 30. .,, + sin na 
ke (2 +1 2 
<in p ೬) sin ನ 


sin 
> 


cosa -- cos2a--cos3a+.,.,,+cosna 


(3 +1 ) | na 
COS ಜ್ರ a | 511. EX 
ಇದ ಎಂದು ಜೊಕೆಯುವುವು. 


ಅಭ್ಯಾಸ 5.1 
ಈಕೆ ಶ್ರೇಣಿಗಳ ಮೊತ್ತ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


1 ಬಡೆ 3S 
1 1-3 cos0 +5 ನರ 00620 -- 00830 +. 


2.4.6 
ಗ ಆ0 ಆಗ 
K | A 4 p35 s 
ಡಿ sin a + —- sin a 5g sin RI 
sa n(n-+1)(n-+2) 
+ ...00 
0 ಕ 40 ಹ 60 
4 1 +5-00s2 ಎ 74 908 = 0೦೦ 
5 cosa+ccos(a-—+ B) ST eos(e +23) + 
ಸ sin (€ —+- 28) (೪ 
6 5112 a — ಹಟ 1 
cos(a +2) , 005 (ಆ -- 48) 
7 €0065%-ಎ ದಾರಾರ್ಯಾರ್ಧ ದು ಸಂ ಸೂಯಿ, 


೨! ೨1 


1 
ಆ. ಸ್ತ ೨. ೯ (sina+ ರ್ವ ಕ್‌ೆ ್‌006(2 51೧ 0) 4... ೦೦ 
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sin 30, 511 50 
9 00 TE TE 


| 517 26 . $18330 
10 0 ಕೇ ರ್ಯ್ಯಾ ತಸ್ಯ ಅರ್ಗೂ್‌ 


cos 20 005 ೨0 
11 I= est + ರಾ... ೦೦ 


cos 20.. cos 30 
2! ಸ 31 


* ೦೦ 


12 1--0080-- 


1 1 ] 
|| 005 8+ ವ್ವ- 005 20 + ೦0536 + ಸ್ಯಾ cos 40 + ಬತತ 


14 sinasin 03-6130 sin 203- sin5a sin 304... n ಪದಗಳವರೆಗೆ 


PG SN. be On ನ್‌ 337 ಸನಿ 7 
15 sin 77 50 ಸ್ಟಾ tsns +... ರ 500 ಸಾ 1 ಸ 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
16 7 37 57 rE 217 1 
cos 53 + C055 77 C05 Ke + cos = ಸ್ವ 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


17 sina+ sin (a ತೈಲ + sin (« fe ಪದಗಳವರೆಗೆ. 


ಹಕ ದಂ ನ ಆಗಿದ್ದರೆ 
1 3-006 6% ಡೊ ೦೦5 26 3- ೦೦5 3% 3... 1-006 (11 -- 1) ಇಎಾ0ಿ 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 
19 180 (27-30) ಎ ೦00((2773 0) — 200t (2% a) ಎನ್ನುವ ಸೂತ್ರದ 
ಸಹಾಯದಿಂದ tana + 2080 2% 3- 2tan 226 +... 3. 27-387 27-80 
ಜಾ 0016 -- 23006214 ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿರಿ. 


ಉತ್ತರಗಳು 
ಬೀಜರೇಖಾಗಣಿತ 

ಅಭ್ಯಾಸ ) ¥ | 

(ಪುಟ 13-14) 


2 ಪರಸ್ಪರ ಸಮಭಾಗಿಸುವುವು. 3 (-2,1). 4 4120250, 
(— 167.5, 30.5). 


ಅಭ್ಯಾಸ 2.1 
(ಪುಟ 28-29) 
1 (a) 23% -- 23) +48=0, (0) 115% 3- 40 3. 189 ಹ 0, 
(0) 17x +38) + 51 =0, (0) 109x — 100) + 73 =0, 
(6) m= —tan75, m= —tanl5° (f) 6x +31y +31 0. 
& 4 x42=0 ಮತ್ತು 7x-+24y-+182=0. 10 | 
ಅಭ್ಯಾಸ 3.1 
(ಪುಟ 39-42) 
ಕ (3 2 4 ಓಂ 3. 2 (0) ರಿಎಾ-- 10. 
(8) c=, (€) 6. 16 4123. 1600) 3. 1622 ಎ 0. 


208 4a? + om — 1 
17 ಜಾ tan [PN] a+ b= ab (12 er n).. 
ಅಭ್ಯಾಸ 4.1 
(ಪುಟಿ 55-58) 

E (0) ಓಓ೪ 0, (b) (2, — 1), (೧ ಸ್ಪರ್ಶಕದ ಸಮಾಕರಣ: 
5%-- 12) -- 45 ಎ0 ಎಂದಿರಬೇಕು. ಸ್ಪರ್ಶ ಬಿಂದು (ಎತ್ತಿ - 5). 
2 11 (3) -..17/- 3)-- 3380. 

3 7(x+y)-— 29/36-10, 
5. 3(xX4+))-Ax-—3Ily+9=0 10 14. 
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ಅಭ್ಯಾಸ 4.2 
(ಪುಟ 74-77) 
I ಜಿ )3-- ೫-3) 3 ..೬(೫.-)3.8/-- 6)-- 3) ಎ0; 
| 2 5 
A Be ಹ (--1, 0), ಕ ಆ ಸ 
2 2-)18-- 6%-- 4)-- 440, ತಿ 13 )8--5%-- 14) --34ಎ0, 
4 x+y 6x-— 38 43=—0 ಹ 14 (--2,--1 
x+y—6x-—8y-—43=0. 53» 7): —2,—1). 


17 mx°—Ixy+ny—mc=0. 22 7(x°+y°)—122x—172y—469=0. 
23 (18, — 5) ಮತ್ತು (;, - 2) ಸಾದೃಶ್ಯ ಕೇಂದ್ರಗಳು. ಇವುಗಳಿಂದ 


ಯಾವುದೇ ವೃತ್ತಕ್ಕೆ ಎಳೆದ ಒಂದು ಜೊತೆ ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು (55, ಇ 52) 


ಇನ್ನೊಂದನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವುವು. 
ಅಭ್ಯಾಸ 5.1 
(ಪುಟ 90) 


(a) ಊಹ್ಯದೀರ್ಥವೃತ್ತ. ಸ್ಥಿರಸಂಖ್ಯೆ 24ನ್ನು -24 ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಂಡರೆ 
ಒಂದು ವಾಸ್ತವ ದೀರ್ಥವೃತ್ತ ದೊರೆಯುವುದು. ಅಕ್ಬಗಳು. 41/3, 4/2 


I ವಃ 10 10 
ಜಾ (ಗ) ಹೈಪರ್ಜೊಲಾ. ಅಕ್ಕಗಳು ಸ: el 
೮ ರ್ರ್‌ (ಗಿ) “Nu A WS ೨ ಸ ೨ 0 42 
ಲ) ಒಂದು ಜೊತೆ ಸರಳರೇಖೆಗಳು (40) ಒಂದು ಜೊತೆ ಸರಳರೇಖೆಗಳು 


] 
«€) ದೀರ್ಥವೃತ್ತ. ಅಕ್ಷಗಳು 2, 24/2, ಜಾ 


ಅಭ್ಯಾಸ 6.1 
(ಪುಟ 102-106) 
19 2 (20 --ಗಿ) ಇ ಚಿ... 20 )3-- 20% -- 403 ಎ. 0. 


ಅಭ್ಯಾಸ 7.1 
(ಪುಟ 120-124) 


33}. 28 t(-—1)—=m(m—m)=lms(lm, — lm). 


ಉತ್ತರಗಳು 223. 


ಅಭ್ಯಾಸ 7.2 

(ಪುಟ 134-139) 
10 bx? + (4)3 ಎ (313 (03 +h). 
26 (0) 083 (68 3- 1)8 ಎ 03 3- ಊ)(063 -- x), 
(ಗಿ) 9 (gx? ದ್ಯಾ b> ಹ = 1404, 0% ಬ b2y?2)?. 

2 2 

(1 ಟಂ 
29 ೦ ಬಿಂದು ಲ, ೫) ಸ್‌ (a) 25, ಎ ಕ್ಯ, 


xp yD yxy 
(0) 4[5-- 25,--5್ಯ,--4-- ಜಾ ಇ. ಗ್ಗೆ ರ | ಪಾರ್ಶ್ಯಿತಿ 


₹೨ 
ಇ 


(c) ನ -- 25, = 0. 


ಅಭ್ಯಾಸ 8.1 
(ಪುಟ 150-153) 


ಜಿ 65 ಲ | ತಿ ಊಹ್ಯ, 144ನ್ನು -- 144 ಎಂದಿಟ್ಟುಕೊಂಡರೆ: 
ಸ್ಪರ್ಶಕಗಳು Sx—4y+16=0. 


ತ್ರಿಳೋಣಮಿತಿ 
ಅಭ್ಯಾಸ ತೆ 
(ಪುಟ 166) 


27 7 
1 ಪನ. 2 (2n-+ 1). 
3 nm — — + (— m5. 


4 nm+(— 1)ಇ೧ — nm +(— 7 
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8 2m ೨117 +3 


3; 
1 

೫) EVE 

10 1/7 -- (--1)14; 77 -- (-- 1)%/ 

1 ತ 


8 


ಅಭ್ಯಾಸ 2.1 
(ಪುಟ 173-174) 


A 12 0,42. 


ಸತಿ NR EE 


ಅಭ್ಯಾಸ 3.1 
(ಪುಟ 185-186) 
1 (4d) ಬಿಂದುಗಳು ಏಕರೇಖಸ್ಥ ವಾದಾಗ. 


sin B = 


27 
; 217 + |” 


EL 


§ 


2 (0 (-7.20; 


881 —56 

—74); 13, 19); (d [ ಆ 8 

40) (140, —74); (೧0 ( ; (ಯ (5 3 

41) — $ 0). 

ಅಭ್ಯಾಸ 3.2 
ಪುಟ (199-201) 

_ (12k + lr . 2ka+a 

8 (a) 2-1 ಹಿಣಾಳಿ, 1, 23; (80) SH 

24 1.13 

k=0, 1, ...., 6006 ಇಜಾತ್ಮಿ 880. ಇಷಾ ಎಷ್ಟೆ (0) ದಾಸ್‌ 

SR ಮುತ್ತೆ 1 

ಹಐಾಗ್ಯಿ ಕ 9 9 1, 5-1, 42 > MoV 10 ಡುತ ಡಕ್ಕೆ 


\ 
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k+l! 
cis a n, k=O, 1. «eee, 4, iy 2/3/1% ಸ ಜ್ಯ 


| ST b 
RNS r= 4/a+b, tana= — 19 --]. 


ಅಭ್ಯಾಸ 4.1 
(ಪುಟ 206-208) 


sin a COS ಊ 
1 (a) Rtan(a—i8) = RE 
1 tan(a—i) = Sh 
(b) R cosh. (x4-iy) = cosh Xx cos y 
I cosh (x+y) = sinh x siny 
(೧ R sin (a—iB) cos (aif) = sn accsa 
1 sin (a—ip) cos (6-೯10) = sinh 8 cosh 6 
sinh x ೦೦5 
(0) R cosech (x—iy) = Sy 


| cosh Xx sin y 
] cosech (x—iy) ಮಾ ಸಲಾ 


ಅಭ್ಯಾಸ 5.1 
(ಪುಟ 219-220) 


LL ಮಾಸ 
0 ಬೋ ಅ 
VRE y= ೨/5 + 4cos 0. 


r 

ಸ (_ ಈ ಹ 

sin(—— += 
2 427 (ಕಗ). 

42 <ina 
aA , {nT na 

3 (2sin 5) . sin ” ೫1 ಆ. |! 
4 /0085 (1 + 0೦60) 5 00006 cos(a + csin B). 


6 sinacos (cos 0) cosh (sin 0) — cos % sin (cos 8) sinh (sin ಗೆ) 
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7 610 (00650) ೦೦೩0 (sin B) ೦೦೪ (ಆ — 0) 
— cos (cos 8) sinh (sin 0) sin (ಆ — /), 
cosa +(— 1)" [(n + 1)cos (1 — 1)a + n cos na] 


8 2(1-4 cosa) 
9 cos(cos 8) sinh (sin 0). 10 «9056 sin(sin 6). 
11 €-0056 , 006 (611 0). 12 60086 ಬ (6170). 
22 0060--1) 
ಸ 5--40050' 
ಸೂಚನೆ 


(1) ಪುಟ 10ರ 24 ನೇ ಸಾಲಿನಲ್ಲಿ ಮತ್ತು ಪುಟ 11ರ 5ನೇ ಸಾಲಿನಲ್ಲಿ 
೯1. €ಆ6 ಆಇ ಎಂದು ತಿದ್ದಿ ಓದಬೇಕು, 


(2) ಪುಟ 29 ರ 6ನೇ ಸಾಲಿನಲ್ಲಿ 1, cos (04— 6) ವನ್ನು 
Ly COS (0 ಇಷಾ” a3) ಎಂದು ತಿದ್ದಿ ಓದಬೇಕು. 


(3) ಪುಟ 59ರ ಮೊದಲನೆಯ ಸಾಲಿನಲ್ಲಿ ಅಸಮಾಕರಣ ಚಿಹ್ನೆಯನ್ನು 
ತಿರುಗಿಸಿಕೊಂಡು ಓದಬೇಕು. 


ಅನುಬಂಧ 


ಅಂತರ Interval (169) 

ಅಕ್ಬ Axis (1) 

ಅಕ್ಸರೋಕ್ತಿ Algebraic expression 

ಅಛೇದಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆ Nonintersecting 
system (65) 

ಅಜ್ಞಾ ತ Unknown 

ಅಡ್ಡ Horizontal (1) 

ಅಡ್ಡ ಸಾಲು Row 

ಅರ್ಧಾಕ್ಸ್ಸ Semi axis 

ಅರ್ಥಿಸು 81500! 

ಅನುಮಿತ Corollary 

ಅನಂತ Infinite 

ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕ ಸAsymptote (141) 

ಅನುಪೂರಕ Complementary 

ಅನುಪ್ರಸ್ಥ Transverse (86) 

ಅನುರೂಪ Corresponding 

ಅಕುವರ್ತಿ Conjugate (125) 

ಅನ ಶಯ Application 

ಅಪವರ್ತನ Factor 

ಅಪವತಣ್ಯ Multiple 

ಅಪರ್ಯಾಪ್ತ Infinite 

ಅಪ್ರದಕ್ಷಿಣ Positive, anticlockwise 

ಅಭಾಗಲಬ್ಧ Irrational 

ಅನಿಚ್ಛೆನ್ನತೆ Continuity 

ಆಕಾಶ Space (178) 

ಆರ್ಗಾಂಡ್‌ಸಮತಲ Agand plane 
(180) 

ಆದೇಶಿಸು Substitute 

ಆವರ್ತನೆ Rotation (4) 

ಆವೃತಿಸು Circumscribe 


ಉತ್ಪನ್ನ Expression, function (161) 
ಉತ್ಕ್ರೇಂದ್ರತೆ Eccentricity (80) 
ಉತ್ಸೇಂದ್ರಕೋನ Eccentric angle 
(111) 
ಉಪವೃತ್ತ Auxiliary circle (111) 
ಉಭಯಸ್ಪರ್ಶ Double contact (130) 
ಊಹ್ಯ [Imaginary (179) 
me Neégative 
ಖುಣಾತ್ಮಕ Clockwise, negative 
ಏಕಕೇಂದ್ರೀಯ Concentric 
ಏಕಪದಿ Monomial 
ಏಕಬಿಂದುಸ್ಥ Concurrent (27) 
ಏಕವತೌಲ್ಯ ಉತ್ಪನ್ನ 
function (167) 
ಏಕರೇಖಸ್ಥ (೮01170೩ 
ಏಕೈಕ Unique (2) 
ಐಕ್ನ Coincide 
ಒಟ್ಟು Combined 
ಓಟ Gradient, slope (19) 
ಕಲನಶಾಸ್ತ್ರ Calculus 
ಕಥಿಷ್ಠವೃತ್ತ (ಬಿಂದುವೃತ್ತ) 011 
circle 
ಕಲನಕ್ರಿಯೆ Differentiation 
ಕೇಂದ್ರ Centre 
ಕ್ಸೇತ್ರಫಲ Area (12) 
ಕಾರ್ಟೀಸಿಯೆನ್‌ Cartesian 
ಕೋಣಾಂಕ Argument, 
amplitude (181) 
ಗಣ 9504 
ಗಣಾಂಶ Element of a set (176) 


Onevalued 
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ಗುಣ Property 

ಗುಣಕ Coeffi-iert 

ಗುಣಲಬ್ಧ Product 

ಗುಣೋತ್ತರ ಶ್ರೇಢಿ Goometric 
pTogresS1on 

ಗುಣೋತ್ತರ ಶ್ರೇಣಿ Geometric series 

ಗುರುತ ಕೇಂದ್ರ Centre of gravity, 
cei troid (12) 

ಘನಸಮಾಕರಣ Cಟbic eqtation 

ಘನಾಕೃತಿ 50110 

ಘಾತಮೂಲ ೫೦೦! (190) 

ಘಾತ Power 

ಘಾತೀಯ ಪ್ರಮೇಯ Exponential 
theorem 

ಚಕ್ರೀಯ Cyclic (118) 

ಚರ Variable 

ಚಾಲಕ Directrix (80) 

ಚಿಹ್ನೆ Sign 

ಛೇದಕ 560೩01 

ಛೇದಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆ 11075021179 system 
(65) 

ಛೇದನ Intersection (26) 

ಛೇದನ ಬಿಂದು Poirt of intersection 

ಜನಕ Generator (71) 

ಜನಕರೇಖೆ Generating line (78) 

ಜೋಕಿವಕ್‌ಸಾ ಲನ ವಿಭಜನಾಸೂತ್ರಗಳು 
Jcackimsti.al’s ratio formulae 
(6) 

ಜ್ಯಾ Cherd 

ಜ್ಯಾನಿತೀಯ Geometric 

ಜೋಡಣೆ Jcin (7) 

ಡಿಮೋಯ್ತರನ ಪ್ರಮೇಯ 
De Moivre’s theorem (186) 


ಅನುಬಂಧ 


ತಾಳೆ Satisfy 

ತ್ರಿಕೋನ Triang'e 

ತ್ರಿಕೋಣಮಿತಿ Trizonometry (161 

ತ್ರಿಕೋಣಮಿತೀಯ ಸಮಾಕರಣಗಳು 
Trigo0metric equation (164) 

ತ್ರಿಜ್ಯ Radits 

ತ್ರಿಭುಜ Trilateral (12) 

ದಿಕ್ಕು, ದಿಶೆ Direction 

ದೀರ್ಥವೃತ್ತ Ellipse (82, 107) 

ದೀರ್ಫಾಕ್ಸ Maj-r axis (84) 

ದೂರಸಮಾಕರಣ 21: tance equation 
(21) 

ದ್ವಿಪದಿ Binomial 

ದ್ವಿಭಾಜಕ Bi:ector 

ಧನ sitive 

ಧನಾತ್ಮಕ Anticlockwise, Pcsitive 

ಧ್ರುವ ೫010 (9) 

ಧ್ರುವೀಯ Polar (9) 

ನವಬಿಂದು ವೃತ್ತ Nine-poirts circle 

ನಾಭಿ Focus 

ನಾಭೀಚಾಲಕಗುಣ 180005 virectrix 
property (80) 

ನಾಜೀಲಂಬ Latis rectcm (82) 

ವಿಜ ಬೆಲೆ Absolute value 

ನಿತ್ಯಸಮಾಕರಣ Identity 

ನಿರ್ದೇಶಕ Coordinate 

ನಿರ್ದೇಶಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆ Coordinate 
system (1) 

ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು Determinants 

ನಿರ್ಬಂಧ Limitation 

ನಿಯಮ Condition 

ನಿಯಾಮಕ ವೃತ್ತ Director circle 
(108) 


3 
3 
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ನಿಯೋಜಿತ ಸಂಖ್ಯಾಯುಗ್ಮ Ordered ಬಿಂದುಪಥ Locus of a point 
pair of 7೭೫೮೯5 ಬೀಜರೇಖಾಗಣಿತ Algebraic geome- 
x ನಿಶ್ಚರಗಳು Invariants try, analytical geometry 
ನಿಷ್ಪತ್ತಿ Ratio ಬೆಲೆ Value 
Ae Vertical ಬೇಕಾದ ಮತ್ತು ಸಾಕಾದ Necessary 
| ನೀಟಿಸಾಲು Column and sufficient (33) 
' ಪಥ Locus (15) ಬೈಜಿಕ Algebraic 
ಕ ಪಥಸಮಾಕರಣ Equation to the ಬೈಜಿಕ ಮೊತ್ತ Algebraic sum 
°° locus ಭಾಗಲಬ್ಧ Rational 
ಪದ Term ಭಿನ್ನರಾಶಿ Fraction 
: ಪರಮಾವಧಿ ಬಿಂದುಗಳು Limiting ಮಧ್ಯಕ Mean 

points (66) ಮಾಡುಲಸ್‌ Modulus (181) 
ಪರಿಕರ Operation (176) ಮೂಲ, ಮೂಲಬಿಂದು Origin 
ತೆ ಪರಿಧಿ Circumference ಮೂಲಗಳು ೫ಂ೦ಟ 
` ಪರಿಭಾಷೆ Technical language ಮೂಲರೇಖೆ Initial line 
| ಪರಿವೃತ್ತ Circumcircle ಮೂಲಾಕ್ಸ Radical axis (60) 
ಪಾದ 0೩68೩೧೬ | ಮೂಲಾಕ್ಟ ಕೇಂದ್ರ Radical centre 


' ಫುನರಾವರ್ತನೆ Repetition (62) 
ಪೂರಕ Supplementary ಮೂಲಾಂಶ ೫1617011 
ಸೆರಾಬೊಲಾ Parabola (81), (91)  ಮಿಶ್ರಸಮತಲ Complex plane (180) 


ಪ್ರತಿಘಾತ Logarithm (208) ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆ Complex number 
ಪ್ರತಿಲೋಮ Inverse (175) 


4 ಪ್ರತಿಲೋಮ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು Inverse ರೇಖಾಂತರ Intercept (19) 
functions (167) ಲಘುಕೋನ ಸಬ angle 
ಪ್ರದಕ್ಷಿಣ Clockwise, negative Vow Perpendicular, normal 
ಸ್ರ ಧಾನ ಬೆಲೆ Principal value (170) -ಕೇಂದ್ರ Orthocentre 
ಪ್ರಾಚಲ Parameter (22) -ಕೋನ Right angle 
ಪ್ರಾಚಲಿಕ Parametric (22) -ಜ್ಯಾ Normal chord 
ಬಹುಪದಿ Polynomial -ಸಿರ್ದೇಶಕಗಳು, Rectangular 
ಬಹುಮೌಲ್ಯ Many-valued coordinates (2) 
ಬಾಗು Inclination (19) —ಾದ Foot of the normal 


ಬಿಂದು Point (97) 
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-ವೃತ್ತಗಳು Orthogonal 
circles (59) 
-ವೃತ್ತೀಯ Right circular 


ಅ 
-ಸ್ಪರ್ಶಿತ Evolute 


ಲಂಬೀಯ Rectangular 

ಲಂಬೀಯ ಹೈಷರ್ಬೊಲಾ Rectangular 
hyperbola (153) 

ವಕ್ರರೇಖೆ Curve (27) 

ವರ್ಗಸಮಾಕರಣ 0೩6೯೩೦ equa- 
tion 

ವಜ್ರಾಕೃತಿ Rhombus 

ವಾಸ್ತವ 804 (174) 

ವೃತ್ತ Circle (43) 

ವಿಕೃತರೂಸ Degenerated form (64) 

ವಿಚ್ಛೆನ್ನತೆ Discontinuity 

ವಿಭಜನಾಸೂತ್ರ Division formula 

ವಿನಿಮಯ Current 

ವಿಲೋಮ Converse 

ವಿಶೇಷ ಸರಿಸಿತಿ Special case (36) 

ವಿಶ್ಲೇಷಣ ಗಣಿತ Aಗಷlysis 

ವಿಷಮ ೦4 

ವಿಸರ್ಜಿಸು Eliminate 

ವಿಸ್ತರಣೆ Expansion (193) 

ವ್ಯವಸ್ಥೆ System (8) 

ವ್ಯುತೃ $್ರಮ Reciprocal 

ವ್ಯಾಖ್ಯೆ Definition 

ವ್ಯಾಸ Diameter (44) 

ವ್ಯಾಸೀಯನಿರೋಧ Diametrically 
opposite 

ಶಂಕು Cone (78) 

ಶಂಕುಜ Conic (79) 
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ಶಂಕುಚ್ಛೇದ Conic (79) 

ಶೃಂಗ Vertex (57) 

ಶೃಂಗದೂರ Distance from th 
vortex (97) 

ಶೃಂಗಾರ್ಧಕೋನ Semi vertical angl 
(79) 

ಶಕ್ತಿ Power (61) 

ಶುದ್ಧ ವರ್ಗ Perfect sqrare 

ಶೂನ್ಯ Zero 

ಶೂನ್ಯವಾಗು Vanish 

ಶೋಧಕ Discriminant 

ಶ್ರೇಢಿ Progression 

ಶ್ರೇಣಿ Series (193) 

ಸಂಕೇತ Symbol 

ಸಂಖ್ಯಾವ್ಯೂಹ Number system 

ಸಂಗಮ Coincidence 

ಸಂಧಿಸು Meet 

ಸಂಪ್ರದಾಯ Convention (170) 

ಸಂಬಂಧ Relationship 

ಸದಿಶಾ In the same direction, 
vectcr 

ಸದಿಶಾಕಾಶ Vector space (178) 

ಸಮ Even, eqval 

ಸಮಕೋನ Right angle 

ಸಮತಲ Plane 

ಸಮದ್ವಿಭುಜತ್ರಿ ಭುಜ Isosceles 
triangle 

ಸಮಭುಜ ತ್ರಿಭುಜ Equilateral 
triangle 

ಸಮಭಾಜಕ, ಸಮದ್ವಿಭಾಜಕ Bisector 

ಸಮರೂಪ Similar 

ಸಮಾಂಗ Symmetrical (80) 
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'ಸಮಾಂಗತ್ವ Symmetry 
ಸಮಾಂಗಾಕ್ಟ್ಮ Axis of symmetry 
ಸಮಾಂತರ Arithmetic 
ಸಮಾನ Equivalent 
ಸಮಾನಾಂತರ Parallel 

' ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜ 


Parallelogram 


pS 


ಸಮಾನಘಫಾತಿಸು Hಂmಂgenise 
ಸಮಾಕರಣ Equation 
ಸರಳರೇಖೆ Straight line (15) 
ಸರಳೀಕರಣ Simplification 
ಸರ್ವಸಮ 866800೩1 
'ಸಹಗಾವಿ Corresponding 

{ ಸಹಮೂಲಾಕ್ಸ್ಮ 0೦೩೬೩! (63) 

' ಸಹಲಂಬ Conorma! (114) 
ಸಾಮಾನ್ಯ General 

| ಸಾಮಾನ್ಯೀಕರಣ Generalisation 
ಸಾಮಾನ್ಯರೂನ General form 
ಸಾಮಾನ್ಯಜ್ಯಾ Common chord 


ಸಮಾನ ಘಾತ Homogeneous (39) 


ಸಾದೃಶ್ಯ ಕೇಂದ್ರ Centre of 
similitude 

ಸಾಂಕೇತಿಕ Symbolic 

ಸಾಂಖಿಕ Numerical 

ಸಿದ್ಧಾಂತ Theory 

ಸುಲಭೆ ರೂಪ Simplified form 

ಸೂತ್ರ Formula 

ರ್ಶಕ Tangent 

ರ್ಶಕಜ್ಯಾ Chord of contact (65) 

ರ್ಶಬಿಂದು Point of contact 

ರ್ಶಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆ Touching system 

ಥಿ 

(65) 

ಓ ರ Constant 

ಸ್ಥಾನಸಲ್ಲಟನ Shifting, transforma- 
tion (3) 

ಸಾ ಿನುವರ್ತಿ Self-conjugate (57) 

ಹೆರಾತ್ಮಕ Harmonic 

ಹೈಸರ್ಬೊಲಾ Hyperbola (83, 140) 

ಹೈಸರ್ಬೊಲೀಯ ಉತ್ಪನ್ನಗಳು 
Hyperbclic functions (202) 

ಹ್ರಸ್ಥಾ ಎಕ್ಸ Minor axis (94) 
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Absolute value ನಿಜ ಬೆಲೆ 
Acute angle ಲಘುಕೋನ 
Algebra ಬೀಜಗಣಿತ 
Algebraic ಬೈಜಿಕ 

Algebraic sum ಬೈಜಿಕ ಮೊತ್ತ 
Analysis ವಿಶ್ಲೇಷಣ ಗಣಿತ 


Analytical geometry ಬೀಜರೇಖಾ 
ಗಣಿತ 

Angle ಕೋನ 

Anticlockwise ಅಪ್ರದಕ್ಸಿಣ, 
ಧನಾತ್ಮಕ 


Application ಅನ ಯ 

Area ಕ್ಲೇತ್ರಫಲ 

Argand plane ಆರ್ಗಾಂಡ್‌ ಸಮತಲ 

Arithmetic progression ಸಮಾಂತರ 
ಶ್ರೇಢಿ 

Asymptote ಅನಂತಸ್ಪರ್ಶಕ 

Auxiliary circle ಉಪವೃತ್ತ 

Axis ಅಕ್ಷ 

Axis of symmetry ಸಮಾಂಗಾಕ್ಟ 

Binomial theorem ದ್ವಿಪದ 
ಪ್ರಮೇಯ 

Bisector ದ್ವಿಭಾಜಕ 

Calculate ಎಣಿಸು, ಲೆಕ್ಕಮಾಡು 

Calculus ಕಲನ ಶಾಸ್ತ್ರ 

Cartesian ಕಾರ್ಬಸಿಯಸ್‌ 

Centre ಕೇಂದ್ರ 

Centroid, centre of gravity 


ಗುರುತ್ವಕೇಂದ್ರ 


Centre of similitc de ಸಾದೃಶ್ಯ 
ಕೇಂದ್ರ 

Change of axes ಅಕ್ಬಗಳ ಸ್ಥಾನೆ 
ಪಲ್ಲಟನ 

Chord 

Chord of Contact ಸ್ಪರ್ಶಕಜ್ಯಾ 

Circumcircle ಪರಿವೃತ್ತ, 

Circumference ಪರಿಧಿ 

Circumscribe ಆವೃತಿಸು 

Circumradits ಪರಿತ್ರಿಜ್ಯ 

Circumcentre ಪರಿ ಕೇಂದ್ರ 

Clockwise ಪ್ರದಕ್ಷಿಣೆ, ಬುಹಾತ್ಮಕ 

೮೦೩೫೩1 ಸಹಮೂಲಾಕ್ಷ 

Coefficient ಗುಣಕ 

Coincide ಐಕ್ಯವಾಗು, ಸಂಗಮಿಸು 

Collinear ಏಕರೇಖಸ್ಥ 

Column ನೀಟಸಾಲು 

Combined equation ಒಬ್ಬಾದ 
ಸಮಾಕರಣ 

Complementary ಅನುಪೂರಕ 

Complex numter ಮಿಶ್ರಸಂಖ್ಯೆ 

Complex plane ಮಿಶ್ರ ಸಮತಲ 

Concentric ಎಕಕೇಂದ್ರೀಯ 

Concurrent ಏಕಬಿಂದುಸ್ಥ 

Condition ನಿಯಮ 

Cone ಶಂಕು 

Conic ಶಂಕುಜ 

Conormal ಸಹಲಂಬ 

Concyclic ಚಕ್ರೀಯ 


iC ontact ಸ್ಪರ್ಶ 

(4 ontinuity ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ 

[ onvention ಸಂಪ್ರದಾಯ 
‘Converse ವಿಲೋಮ 
‘Coordinate ನಿರ್ದೇಶಕ 
Coplanar ವಿಕಸಮತಲೀಯ, ಸಹ 
3 ಸಮತಲೀಯ 

( orresponding ಸಹಗಾಮಿ, 
ಅನುರೂಪ 

Cubic equaticn ಘನ ಸಮಾಕರಣ 
Current coordinate ವಿನಿಮಯ 
ನಿರ್ದೇಶಕ 

| yolic ಚಕ್ರೀಯ 

Define ವ್ಯಾಖ್ಯಿಸು 

Definition ವ್ಯಾಖ್ಯೆ 


DeMoivre’s theorem ಡಿಮಾಯ್ವರನ 


Derivative ನಿಷ್ಪನ್ನ 
Diagoral ಕರ್ಣ 
Diameter ವ್ಯಾಸ 


ವಿರೋಧ 
Differentiation ಕಲನಕ್ರಿಯೆ 
Differentiate ಕಲನಿಸು 
Directrix ಚಾಲಕ 


Distance ದೊರ 
Distance from the vertex 


ಶೃಂಗದೂರ 
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Diametrically opposite ವ್ಯಾಸೀ ಯ 


Division formula ವಿಭಜನಾ ಸೂತ್ರ 

Double contact ಉಭಯಸ್ಪರ್ಶ 

Eccentricity ಉತ್ಸೇಂದ್ರತೆ 

Eccentric angle ಉತ್ಸೇಂದ್ರ ಕೋನ: 

Element ಮೂಲಾಂಶ 

Element of a set ಗಣಾಂಶ 

Eliminate ವಿಸರ್ಜಿಸು 

Ellipse ದೀರ್ಫ್ಥವೃತ್ತ 

Equal ಸಮ 

Equation ಸಮಾಕರಣ 

Eqtiangular ಸಮಾನ ಕೋನೀಯ. 

70118101 ಸಮಾನ 

Equilateral triangle ಸಮಂಭುಜ 
ತ್ರಿಭುಜ 

Even ಸಮ 

Evolute ಲಂಬಸ್ಪರ್ಶಿತ 

1೬೩೧೭1೦1 ವಿಸ್ತರಣೆ 

Expression ಉತ್ಪನ್ನ 

Exponential thesrem ಘೌತೀಯ 
ಪ್ರಮೇಯ 

Factor ಅಸವರ್ತನ 

Fixed ಸ್ಥಿರ 

[7೦೮5 ನಾಭಿ 

Focus-directrix property ನಾಜೀ 
ಚಾಲಕ ಗುಣ 

Fcot ಪಾದ 

Foot of the normal ಲಂಬ ಪಾದ 

Formula ಸೂತ್ರ 

Fraction ಭಿನ್ನರಾಶಿ 

Function ಉತ್ಪನ್ನ 

Generator ಜನಕ 

General ಸಾಮಾನ್ಯ 
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Generalise ಸಾಮಾನ್ಯೀಕರಿಸು 
Geometric ಜ್ಯಾಮಿತೀಯ 
Geometric progression ಗುಣೋತ್ತರ 
ಶ್ರೇಢಿ 
Geometric series ಗುಣೋತ್ತರ ಶ್ರೇಣಿ 
Gradient ಓಟ 
Harmonic ಹರಾತ್ಮಕ 
Homogeneous ಸಮಾನ ಘಾತ 
Homogenise ಸಮಾನಘಾತಿಸು 
Horizontal ಅಡ್ಡ ಸಾಲು 
Hyperbola ಹೈಸರ್ಬೊಲಾ 
Hyperbolic ಹೈಸರ್ಬೊಲೀಯ 
Identity ನಿತ್ಯಸಮಾಕರಣ 
Identical ಸರ್ವಸಮ 
Imaginary ಊಹ್ಯ 
Inclination ಬಾಗು 
Infinite ಅನಂತ, ಅಪರ್ಯಾಪ್ತ 
Inequality ಅಸಮಾಕರಣ 
Interchange ಅದಲು ಬದಲು 
Intersect ಛೇದಿಸಿ 
Intersection ಛೇದನ 
11110756007 8 system ಛೇದಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆ 
Interval ಅವಕಾಶ, ಅಂತರ 
Initial line ಮೂಲ ರೇಖೆ 
Intercept ರೇಖಾಂತರ 
Invariants ನಿಶ್ಚರಗಳು 
Irrational ಅಭಾಗಲಬ್ಧ 
1505060165 triangle ಸಮದ್ವಿಭುಜ 
ತ್ರಿಭುಜ 
Joachimsthal ಜೋಕಿಮ್‌ಸ್ಥಾಲ್‌ 
Join ಜೋಡಣೆ 
Latus rectum ನಾಭೀಲಂಬ 
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Limitation ನಿರ್ಬಂಧ 

Limit ಪರಮಾವಧಿ 

Limiting points ಪರಮಾವಧಿ 
ಬಿಂದುಗಳು 

Locus ಪಥ 

Logarithm ಪ್ರತಿಘಾತ 

Major ಪ್ರಧಾನ 

Major axis ದೀರ್ಫ್ಥಾಕ್ಷ 

Manyvalued ಬಹು ಬೆಲೆಯಿರುವ 

Mean ಮಧ್ಯಕ 

100! ಸಂಧಿಸು 

Midpoint ಮಧ್ಯ ಬಿಂದು 

Minor axis ಪ್ರಸ್ವಾಕ್ಸ 

Modulus ಮಾಡುಲಸ್‌ 

1070771೩! ಏಕಪದಿ 

Moving ಚರ 

Necessary and sufficient ಬೇಕಾದ 
ಮತ್ತು ಸಾಕಾದ 

Negative ಖುಣಾತ್ಮಕ 

Nonirtersecting system ಅಛೀದಕ 
ವ್ಯವಸ್ಥೆ 

Nine-points circle ನವಬಿಂದು ವೃತ್ತ 

Normal ಲಂಬ 

Normal chord ಲಂಬ ಜ್ಯಾ 

Number ಸಂಖ್ಯೆ 

Number system ಸಂಖ್ಯಾವ್ಯವಸ್ಥೆ | 

Numerical ಸಾಂಖಿಕ | 

೦44 ವಿಷಮ | 

Onevalued ಒಂದೇ ಬೆಲೆಯಿರುವ | 

Ordered pair ನಿಯೋಜಿತ ಯುಗ ಶ್ರ 

Origin ಮೂಲ, ಮೂಲಬಿಂದು 

Operation ಪರಿಕರ್ಮ 


ಸಃ 
| 


rthocentrc ಲಂಬ ಕೇಂದ್ರ 
rthogonal circles ಲಂಬ ವೃತ್ತಗಳು 
rthogonal system vow 
ತ (ಸಹಮೂಲಾಕ್ಟ) ವ್ಯವಸ್ಥೆ 
Pa ೩0೦1೩ ಸೆರಾಬೊಲಾ 
Parallel ಸಮಾನಾಂತರ 

Pe allelogram ಸಮಾನಾಂತರ 
' ಚತುರ್ಭುಜ 

Perfect 50 are ಶುದ್ಧವರ್ಗ 
Perpendicular ಲಂಬ 

Piane ಸಮತಲ 

F oint ಬಿಂದು 

Point of cortact ಸ್ಪರ್ಶಬಿಂದು 


Radical axis ಮೂಲಾಕ್ಷ 
Radical centre ಮೂಲಾಕ್ಷ ಕೇಂದ್ರ 


Glossary 


235 


Reciprocal ವ್ಯತ್ಸ ಮ 

Rectangular coordirates Vow 
ನಿರ್ದೇಶಕಗಳು 

Rectangular hyperbola ಲಂಬ 
ಹೈಸರ್ಬೊಲಾ 

Relation ಸಂಬಂಧ 

Repetition ಪುನರಾವರ್ತನೆ 

Restriction ನಿರ್ಬಂಧ 

Rhombus ವಜ್ರಾಕೃತಿ 

Right angle ಲಂಬಕೋನ 

Right circular cone ಲಂಬವೃತ್ತೀಯ 
ಶಂಕು 

Root ಮೂಲ, ಘಾತ ಮೂಲ 

80೩0೧ ಆವರ್ತನೆ 

Row ಅಡ್ಡಸಾಲು 

Satisfy ತಾಳೆಮಾಡು 

Secant ಛೇದಕ 

56171815 ಅರ್ಧ ಅಕ್ಷ 

Self-conjugate ಸ್ವಾನುವರ್ತಿ 

Sequence ಶ್ರೇಢಿ 

Series ಶ್ರೇಣಿ 

Shift ಸ್ಥಾನಾಂತರಿಸು 

Sign ಚಿಹ್ನೆ 

Similar ಸಮರೂಪ 

Simplify ಸರಳೀಕರಿಸು 

Slope ಓಟ 

Solid ಘನ 

Space ಆಕಾಶ 

Special case ವಿಶೇಷ ಸಂದರ್ಭ 

Square ವರ್ಗ, ಚೌಕ 

Straight line ಸರಳರೇಖೆ 

Substitute ಆದೇಶಿಸು 
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Summary ಸಾರಾಂಶ 
Supplementary ಪೂರಕ 
Symbol ಸಂಕೇತ 

‘Symmetry ಸಮಾಂಗತ್ವ 
System ವ್ಯವಸ್ಥೆ 

Tangent ಸ ೈರ್ಶಕ 

Technical language ಪರಿಭಾಷೆ 
‘Term ಪದ 

Theory ಸಿದ್ಧಾಂತ 

Theorem ಪ್ರಮೇಯ 


Touching system ಸ್ಪರ್ಶಕ ವ್ಯವಸ್ಥೆ 


Transversal ಛೇದಕ 


Transformation ಪರಿವರ್ತನೆ 
Triangle ತ್ರಿಕೋನ 
Trilateral ತ್ರಿಭುಜ 
Unique ಏಕೈಕ 
Unknown ಅಜ್ಞಾ ತ 
Value ಬೆಲೆ 

Vanish ಶೂನ್ಯವಾಗು 
Variable ಚರ 
Vertical ಲಂಬ, ನೀಟ 
Vertex ಶೃಂಗ 

Vector ಸದಿಶ 

Zero ಶೂನ್ಯ 
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ಬೆಂಗಳೂರು ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾಲಯದ ಪ್ರಕಾಶನ ನಿಭಾಗ 
— 


ಪ್ರಕಟಣೆಗಳು 


ಪಠ್ಯ ಪುಸ್ತಕಗಳು 
ಪ್ರೀಯುನಿನರ್ಸಿಟಿ ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರ ಭಾಗ 3, ಬೀಜಗಣಿತ ಮತ್ತು 
ಸುಲಭ ಕಲನಶಾಸ್ತ್ರ ** 67 
—ಪ್ರೊ.॥ ಎಫ್‌. ಜೆ. ನೊರೊನ್ನಾ ಮತ್ತು ಇತರರು 
ಕಾವ್ಯಲಹರಿ (ಪಿ.ಯು.ಸಿ) * * 
--ಡಾ| ರಂ. ಶ್ರೀ. ಮುಗಳಿ ಮತ್ತು. ಇತರರಿಂದ ಸಂಪಾದಿತ 
ಮನಃಶಾಸ್ತ್ರ ಪ್ರವೇಶಿಕೆ (1 ಬಿ.ಎ.) ಸ್ಯ 4 
— ಎಸ್‌. ಕೆ. ರಾಮುಚಂದ್ರರಾವ್‌ 
ಬೀಜರೇಖಾಗಣಿತ ಮತ್ತು ತ್ರಿಕೋಣಮಿತಿ (1 ಬಿ.ಎಸ್‌ಸಿ.) .. 
ಜಿ. ಓ, ನಾರಾಯಣರಾವ್‌ 
ರಾಜ್ಯಶಾಸ್ತ್ರ ಪ್ರವೇಶಿಕೆ (1 ಬಿ.ಎ.) 
ಹೆಚ್‌. ಆರ್‌. ದಾಸೇಗೌಡ ಮತ್ತು ಎಂ. ಎ. ಸಂಗನ ಳ್‌ 
ಸಂಗೀತ ಶಾಸ್ತ್ರ ಪ್ರಕಾಶಿಕೆ (1 ಬಿ.ಎ.) 
—ಟ, ಆರ್‌. ನಾಗರತ್ನ 
ಸಂಗೀತ ಶಾಸ್ತ್ರ ಬೋಧಿನಿ ( ನಿ.ಯು.ಸಿ.) 
—ಜಿ. ಚನ್ನಮ್ಮ 
ಅರ್ಥಶಾಸ್ತ್ರ (ಪಿ.ಯು.ಸಿ.) 
—ಹೆಚ್‌. ಆರ್‌. ಸಾಖರೆ 
ಭೌತಶಾಸ್ತ್ರ (ಪಿ.ಯೆ.ಸಿ.) 
೨ಬಿ. ವಿ ನಾರಾಯಣರಾವ್‌ 
ಭೌತಶಾಸ್ತ್ರ (1 ಬಿ.ಎಸ್‌ಸಿ.) 
ಹ ಶೇಷಾದ್ರಿ ಅಯ್ಯಂಗಾರ್‌ 
ವಾಣಿಜ್ಯಶಾಸ್ತ್ರ (ವಿ.ಯು.ಸಿ.) 
ಬ. ಹೆಚ್‌. ನಾರಾಯಣರಾವ್‌ 
ಭೂಗೋಳಶಾಸ್ತ್ರ (ಪಿ.ಯು.ಸಿ.) 
— ಎ. ಕುಮಾರ ಸ್ವಾಮಿ 
ಪ್ರೀಯುನಿವರ್ಸಿಟ ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರ ಭಾಗ2, 
ಜ್ಯಾಮಿತಿ ಮತ್ತು ತ್ರಿಕೋಣಮಿತಿ 
ಎಸ್ರೊ! ಎಫ್‌. ಜೆ. ನೊರೊನ್ನಾ ಮತ್ತು ಇತರರು 
ಪಠ್ಯೇತರ ಪುಸ್ತಕ 
ಕುದುರೆಮುಖದೆಿಡೆಗೆ (ಪ್ರವಾಸ ಚಿತ್ರ) .. ** 
ಜಿ. ಓ. ನಾರಾಯಣರಾವ್‌ 
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